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Introduction
Dans ce travail, nous nous inte´ressons a` la construction de diffe´rents invariants, de
nature alge´brique et dynamique, de´finis sur le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens
d’une surface compacte oriente´e. Ces invariants sont des quasi-morphismes et sont relie´s
a` la the´orie de la cohomologie borne´e, largement e´tudie´e par Gromov [61]. Occasion-
nellement, nous e´voquerons e´galement les groupes de diffe´omorphismes hamiltoniens de
certaines varie´te´s symplectiques de dimension supe´rieure. Avant d’exposer nos re´sultats,
nous consacrons la premie`re partie de cette introduction a` rappeler les de´finitions des
diffe´rentes notions que nous venons d’e´voquer, le contexte dans lequel elles apparaissent,
et a` e´tablir quelques re´sultats e´le´mentaires classiques.
Quasi-morphismes, longueur stable et cohomologie borne´e.
Les textes [8, 10, 21, 54, 61, 85] constituent de bonnes re´fe´rences pour ce paragraphe.
Un quasi-morphisme sur un groupe Γ est une application φ : Γ → R telle qu’il existe
une constante C > 0 ve´rifiant :
|φ(xy)− φ(x)− φ(y)| ≤ C,
pour tous x, y de Γ. Nous dirons que φ est homoge`ne s’il ve´rifie en outre φ(xn) = nφ(x)
(x ∈ Γ, n ∈ Z). Bien suˆr les homomorphismes de Γ dans R ainsi que les fonctions borne´es
sur Γ fournissent des exemples (triviaux) de quasi-morphismes. Nous verrons d’ailleurs
que pour certaines classes de groupes (les groupes moyennables par exemple), les sommes
de fonctions borne´es et d’homomorphismes sont les seuls exemples de quasi-morphismes.
Au contraire, d’autres classes de groupes (les groupes libres par exemple) admettent de
nombreux quasi-morphismes non triviaux.
Si φ : Γ→ R est un quasi-morphisme quelconque et x ∈ Γ, la suite an = φ(xn) ve´rifie :
|an+m − an − am| ≤ C.







existe. Nous noterons φh(x) cette limite. Nous avons bien suˆr l’ine´galite´ :
|an − a1| ≤ (n− 1)C,
d’ou` l’on de´duit : |an
n
− a1| ≤ C. En passant a` la limite lorsque n tend vers l’infini, nous
obtenons que l’application φ − φh est borne´e par C. Ceci implique que φh est e´galement
un quasi-morphisme. De plus, φh est homoge`ne. Ecrivant φ = (φ − φh) + φh, on constate
que tout quasi-morphisme s’e´crit comme somme d’un quasi-morphisme homoge`ne et d’une
fonction borne´e. Puisqu’une fonction homoge`ne et borne´e est identiquement nulle, cette
e´criture est unique.
Nous noteronsQM(Γ,R) l’espace vectoriel des quasi-morphismes sur Γ et QMh(Γ,R) le
sous-espace forme´ des quasi-morphismes homoge`nes. Les remarques qui pre´ce`dent assurent
que l’espace quotient
QM(Γ,R)/ (Hom(Γ,R)⊕ `∞(Γ,R))
s’identifie a` l’espace QMh(Γ,R)/Hom(Γ,R). Ici Hom(Γ,R) de´signe l’espace des homomor-
phismes de Γ dansR et `∞(Γ,R) l’espace des fonctions borne´es de Γ dans R. Si φ : Γ→ R




Avant de donner des exemples de quasi-morphismes, nous mentionnons la notion de
longueur stable et les liens entre quasi-morphismes et cohomologie borne´e. Ces liens sont
apparus dans le travail de Matsumoto et Morita [85] et ont e´te´ pre´cise´s par Bavard [8].
Conside´rons un groupe Γ. Si γ ∈ [Γ,Γ] est un e´le´ment du premier groupe de´rive´ de Γ
nous pouvons de´finir sa “longueur” |γ| de la manie`re suivante : l’entier |γ| est le plus petit









i est le commutateur des e´le´ments ai et bi.




Preuve : nous commenc¸ons par observer que l’homoge´ne´ite´ de φ implique que φ est constant
sur les classes de conjugaison de Γ. En effet, si x et y sont dans Γ, on peut e´crire, pour











Pour cela nous avons applique´ deux fois l’ine´galite´ apparaissant dans la de´finition d’un









Lorsque n tend vers l’infini, on obtient bien φ(xyx−1) = φ(y). Le quasi-morphisme φ est
donc constant sur les classes de conjugaison de Γ.
Maintenant, si γ = [a, b] est un commutateur, on peut e´crire : γ = a · ba−1b−1, on a donc








|φ([aj , bj ])|+ (n− 1)δ(φ),
et donc, puisque chacun des termes apparaissant dans la somme ci-dessus est borne´ par
δ(φ) :
|φ(γ)| ≤ (2n− 1)δ(φ) ≤ 2nδ(φ).
En prenant la borne infe´rieure de tous les entiers n tels que γ s’e´crive comme un produit




C’est le re´sultat souhaite´. 2




est la norme stable de γ. L’existence d’un quasi-morphisme homoge`ne
non trivial sur Γ assure donc que la norme stable
| · |∞ : [Γ,Γ]→ N
n’est pas identiquement nulle. En particulier la fonction “longueur” | · | : [Γ,Γ] → N est
non-borne´e. Mentionnons que Bavard [8] a montre´ que la borne infe´rieure que nous venons
d’e´tablir est en quelque sorte optimale : la norme stable |γ|∞ d’un e´le´ment γ ∈ [Γ,Γ] est





ou` φ parcourt l’ensemble des quasi-morphismes homoge`nes non-triviaux (c’est-a`-dire qui
ne sont pas des homomorphismes) sur Γ.
Nous rappelons maintenant tre`s brie`vement le lien entre quasi-morphismes et coho-
mologie borne´e. Le lecteur pourra se reporter au chapitre 3 pour plus de de´tails. Notons
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que les racines de la the´orie de la cohomologie borne´e sont anciennes et pre´sentes dans
de nombreux travaux (voir [87, 112, 117] par exemple). Mais c’est l’article Volume and
bounded cohomology [61] de Gromov qui a permis de placer ces travaux dans un cadre
unifie´ et de donner son essor a` la cohomologie borne´e.
Conside´rons l’espace Z2(Γ,R) des 2-cocycles sur Γ a` valeurs re´elles, c’est-a`-dire des
applications
c : Γ× Γ→ R
telles que
c(γ1, γ2) + c(γ1γ2, γ3) = c(γ1, γ2γ3) + c(γ2, γ3).
Notons Z2b (Γ,R) le sous-espace de Z
2(Γ,R) forme´ par les applications qui sont borne´es :
c ∈ Z2b (Γ,R) si et seulement si c est un cocycle et supx,y∈Γ|c(x, y)| <∞. Si f : Γ→ R est
une fonction, nous noterons df son cobord. C’est la fonction sur Γ×Γ de´finie par l’e´quation
suivante :
df(x, y) = f(xy)− f(x)− f(y).
Il n’est pas difficile de s’assurer que le cobord d’une fonction sur Γ est un cocycle. Nous
noterons B2(Γ,R) l’espace des cobords d’applications de Γ dans R et B2b (Γ,R) le sous-
espace forme´ par les cobords d’applications borne´es de Γ dans R. Puisque le cobord d’une
application borne´e est lui-meˆme borne´, l’espace B2b (Γ,R) est contenu dans Z
2
b (Γ,R). Le
second groupe de cohomologie borne´e de Γ, note´ H2b (Γ,R), est le quotient de Z
2
b (Γ,R) par
B2b (Γ,R). Le second groupe de cohomologie usuelle de Γ, note´ H
2(Γ,R), est le quotient
de Z2(Γ,R) par B2(Γ,R). On dispose bien suˆr d’une application naturelle de H2b (Γ,R)
dans H2(Γ,R), induite par l’inclusion de Z2b (Γ,R) dans Z
2(Γ,R). Elle consiste a` “oublier”
qu’un cocycle est borne´.
Proposition 2 ([8, 13]) Le noyau de l’application naturelle H2b (Γ,R)→ H2(Γ,R) s’iden-
tifie a` l’espace QMh(Γ,R)/Hom(Γ,R) des quasi-morphismes homoge`nes sur Γ modulo les
homomorphismes.
Preuve : si φ est un quasi-morphisme homoge`ne sur Γ, le 2-cocycle cφ de´fini par
cφ(x, y) = φ(xy)− φ(x)− φ(y)
est borne´. Il de´finit une classe de cohomologie borne´e [cφ], invariante par l’ajout d’un
homomorphisme a` φ, et qui est triviale en cohomologie usuelle : cφ est le cobord de






qui associe a` un quasi-morphisme homoge`ne (de´fini modulo un homomorphisme) la classe
de cohomologie repre´sente´e par son cobord. La classe [cφ] est triviale pre´cise´ment lorsqu’il
existe une application borne´e u : Γ→ R telle que
φ(xy)− φ(x)− φ(y) = u(xy)− u(x)− u(y) (x, y ∈ Γ).
xi
La fonction u est alors la somme du quasi-morphisme homoge`ne φ et de l’homomorphisme
u−φ, elle est donc homoge`ne. Puisqu’elle est borne´e, elle doit eˆtre identiquement nulle. Le
quasi-morphisme φ est donc un homomorphisme et l’application ci-dessus est injective. Il





exactement si elle est repre´sentable par le cobord
d’un quasi-morphisme quelconque φ : Γ→ R. Dans ce cas, le cobord de la partie homoge`ne
φh de φ repre´sente e´galement la classe e, qui se trouve donc dans l’image de l’application
ci-dessus. 2
Il est maintenant temps de donner quelques exemples de quasi-morphismes homoge`nes :
nous commenc¸ons par rappeler la construction des quasi-morphismes de Brooks [21], qui
furent parmi les premiers exemples de quasi-morphismes. Ils sont de´finis sur les groupes
libres. Conside´rons par exemple le groupe libre F (a, b) engendre´ par les deux lettres a et
b. Choisissons un mot w ∈ F (a, b). Nous allons lui associer un quasi-morphisme
ϕw : F (a, b)→ Z.
Si γ ∈ F (a, b) notons `w(γ) le plus grand entier n tel que l’on puisse e´crire γ sous la forme :
γ = c1 · w · c2 · · · cn · w · cn+1
ou` les ci sont des e´le´ments (e´ventuellement re´duits a` l’identite´) de F (a, b) et ou` l’e´criture
ci-dessus est re´duite. On pose alors ϕw(γ) = `w(γ)− `w−1(γ). Bien suˆr, si w = a ou w = b,
ϕw est un homomorphisme. L’application
ϕa ⊕ ϕb : F (a, b)→ Z2
induit un isomorphisme entre le groupe F (a, b)/[F (a, b), F (a, b)] et Z2. En conside´rant
des mots w de longueur supe´rieure ou e´gale a` 2, on construit beaucoup d’autres quasi-
morphismes. Brooks a montre´ que la famille (ϕw)w∈F (a,b) engendre un espace de dimension
infinie dans l’espace
QMh(F (a, b),R)/Hom(F (a, b),R).
Ces constructions ont depuis e´te´ ge´ne´ralise´es pour construire des quasi-morphismes sur les
groupes de surfaces [22], les groupes hyperboliques [39], ainsi que les groupes modulaires
des surfaces [14]. Dans ces trois cas l’espace QMh(Γ,R)/Hom(Γ,R) est de dimension
infinie.
Nous de´crivons maintenant un second exemple de quasi-morphisme, de´fini non-plus
sur un groupe discret, mais sur un groupe d’home´omorphismes. Conside´rons le groupe
Home´o+(S
1) des home´omorphismes du cercle S1 = R/Z pre´servant l’orientation. Son
reveˆtement universel s’identifie au groupe H˜ome´o+(S
1) des home´omorphismes croissants
f : R → R qui commutent aux translations entie`res. Le nombre de translation est, a`
multiplication par une constante pre`s, l’unique quasi-morphisme homoge`ne de´fini sur le
groupe H˜ome´o+(S
1) (voir [10]). Rappelons sa construction. Fixons un point x ∈ R et
conside´rons l’application Tx : H˜ome´o+(S
1)→ R de´finie par :
Tx(f) = f(x)− x.
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Remarquons que l’on a Tx(f ◦g)−Tx(f)−Tx(g) = Tg(x)(f)−Tx(f). Ainsi le lemme suivant
assure que l’application Tx est un quasi-morphisme.
Lemme 1 Pour tous re´els x, y, et tout f ∈ H˜ome´o+(S1), nous avons :
|Tx(f)− Ty(f)| ≤ 1.
Preuve : nous fixons donc deux re´els x et y et un home´omorphisme f : R → R, e´le´ment
de H˜ome´o+(S
1). Il existe un entier relatif k tel que l’on ait :
x+ k ≤ y ≤ x+ k + 1.
Appliquons f a` cette ine´galite´. Puisque f est croissante et commute aux translations
entie`res, nous obtenons :
f(x) + k ≤ f(y) ≤ f(x) + k + 1.
Nous pouvons re´crire les deux ine´galite´s pre´ce´dentes sous la forme :
k ≤ y − x ≤ k + 1,
−k − 1 ≤ f(x)− f(y) ≤ −k.
En sommant, nous obtenons :
−1 ≤ (f(x)− x)− (f(y)− y) ≤ 1.
C’est le re´sultat souhaite´. 2
Le lemme assure donc que Tx est un quasi-morphisme et que son homoge´ne´ise´ ne de´pend
pas de x ∈ R : toutes les applications (Ty)y∈R sont a` une distance uniforme´ment borne´e
les unes des autres. Notons donc τ : H˜ome´o+(S
1) → R le quasi-morphisme homoge`ne






Nous retrouvons la de´finition classique du nombre de translation. Le nombre de rotation
r(f) ∈ R/Z d’un home´omorphisme f ∈ Home´o+(S1) est le nombre de translation, de´fini
modulo 1, d’un releve´ quelconque de f a` R. Il a e´te´ introduit par Poincare´.
Partant de la de´finition du nombre de rotation en termes de cohomologie borne´e, Ghys
[54] a construit un invariant (cohomologique) associe´ a` tout groupe discret Γ agissant sur le
cercle : la classe d’Euler borne´e. Si ρ : Γ→ Home´o+(S1) est un homomorphisme, la classe
d’Euler borne´e eub(ρ) associe´e a` ρ est un e´le´ment du groupe H
2
b (Γ,Z). Nous rappellerons
sa de´finition au chapitre 1. Il a e´tabli que cette classe de cohomologie borne´e classifie a`
semi-conjugaison pre`s les actions de Γ sur le cercle. L’annulation de la classe eub(ρ) est
par exemple e´quivalente a` l’existence d’un point fixe pour l’action du groupe ρ(Γ) sur le
cercle (voir [54, 57]).
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Nous allons maintenant voir que dans le cas ou` le groupe H˜ome´o+(S
1) est remplace´
par le groupe GΣ des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une surface compacte Σ, on peut
construire beaucoup de quasi-morphismes homoge`nes de´finis sur GΣ. Ces constructions
sont dues notamment a` Barge et Ghys [10], Entov et Polterovich [36], Gambaudo et Ghys
[52] (voir e´galement [12, 97]). Elles peuvent eˆtre vues comme de possibles ge´ne´ralisations du
nombre de translation. Maintenant, si Γ est un groupe discret agissant sur Σ, nous pouvons
tirer en arrie`re tous les quasi-morphismes de´finis sur le groupe GΣ pour obtenir des quasi-
morphismes sur Γ. On peut alors espe´rer, comme dans le cas des actions sur le cercle, que
ces classes de cohomologie borne´es “retiennent” une information dynamique concernant
l’action de Γ sur la surface Σ. Cependant la situation est beaucoup plus complexe en
dimension 2...
Diffe´omorphismes hamiltoniens des surfaces.
Pour plus de de´tails concernant les notions introduites dans ce paragraphe, le lecteur
pourra consulter [5, 26, 45, 46, 52, 81, 86, 110].
Conside´rons une surface compacte Σ munie d’une forme d’aire ω. Nous commenc¸ons
par rappeler la de´finition du groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens de Σ, que nous
noterons GΣ. C’est un sous-groupe distingue´ du groupe de tous les diffe´omorphismes de Σ
pre´servant ω. De plus, il est contenu dans le groupe Diff0(Σ, ω) des diffe´omorphismes de
Σ pre´servant l’aire et isotopes a` l’identite´.
Remarque. Il est e´quivalent de dire qu’un diffe´omorphisme pre´servant l’aire f : Σ→ Σ
est isotope a` l’identite´ parmi les diffe´omorphismes pre´servant l’aire, ou bien est isotope a`
l’identite´ dans le groupe de tous les diffe´omorphismes de Σ. En effet l’inclusion du groupe
des diffe´omorphismes de Σ pre´servant l’aire dans le groupe de tous les diffe´omorphismes
pre´servant l’orientation est une e´quivalence d’homotopie. Ceci est une conse´quence d’un
the´ore`me classique de Moser [90].
Une grande partie des concepts et des re´sultats que nous pre´sentons maintenant se
ge´ne´ralise au cas ou` la surface Σ est remplace´e par une varie´te´ symplectique de dimension
quelconque (V, ω) (voir [86]). Cependant, dans cette introduction, nous ne de´crirons que
le cas des surfaces.
Conside´rons une fonction H : [0, 1] × Σ→ R. Nous noterons souvent Ht(x) = H(t, x).
La diffe´rentielle de la fonction Ht fournit une 1-forme (de´pendant du temps)
−dHt
sur la surface Σ. Puisque ω est une forme d’aire, il existe un champ de vecteurs de´pendant
du temps XHt sur Σ, tel que :
−dHt = ιXHtω,
ou` le produit inte´rieur ιXHtω est de´fini par ιXHtω(u) = ω(XHt , u), pour tout vecteur u
tangent a` Σ. Nous pouvons alors inte´grer le champ de vecteurs de´pendant du temps XHt
en un chemin de diffe´omorphismes (ϕtH)t∈[0,1] avec ϕ
0
H = 1l. Si x ∈ Σ, la courbe (ϕtH(x))
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L’isotopie (ϕtH) est l’isotopie hamiltonienne engendre´e par la fonctionH. Un diffe´omorphisme
de Σ est hamiltonien s’il est le temps 1 d’une isotopie hamiltonienne :
GΣ = {ϕ1H , (ϕtH) est une isotopie hamiltonienne}.
Il n’est pas difficile de s’assurer que GΣ est un groupe : si (Ht) et (Ft) sont deux hamilto-
niens sur Σ, l’isotopie
ϕtH ◦ ϕtF
est engendre´e par le hamiltonien Ht + Ft ◦ (ϕtH)−1. De plus ce groupe est distingue´ dans
le groupe de tous les diffe´omorphismes de Σ pre´servant l’aire. En effet, on ve´rifie aise´ment
que si f est un diffe´omorphisme de Σ pre´servant l’aire, l’isotopie
f ◦ ϕtH ◦ f−1
est hamiltonienne, engendre´e par le hamiltonien (Ht ◦ f−1).
Lorsque Σ est la sphe`re S2, le groupe GS2 co¨ıncide avec le groupe de tous les diffe´omor-
phismes pre´servant l’aire de S2. Lorsque le genre de Σ est non-nul, il existe un homo-
morphisme du groupe Diff0(Σ, ω) vers un groupe abe´lien, dont le noyau est le groupe GΣ.
Nous rappelons d’abord comment construire cet homomorphisme lorsque le genre de Σ
est supe´rieur ou e´gal a` 2. Dans ce cas on obtient un morphisme a` valeurs dans le groupe
H1(Σ,R).
Conside´rons une isotopie (ft)t∈[0,1] issue de l’identite´ et pre´servant l’aire. Notons Xt le




L’identite´ f∗t ω = ω est e´quivalente au fait que la de´rive´e de Lie de ω par rapport au champ
de vecteurs Xt est nulle :
LXtω = 0.
Puisque ω est ferme´e, ceci e´quivaut a` dire que la 1-forme ιXtω est ferme´e. Nous pouvons




Lemme 2 La classe de cohomologie
∫ 1
0 [ιXtω]dt ne de´pend que de la classe d’homotopie a`
extre´mite´s fixes de l’isotopie (ft) dans le groupe Diff0(Σ, ω).
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Preuve : nous allons montrer que le morphisme de pi1(Σ) vers R induit par la classe∫ 1
0 [ιXtω]dt ne de´pend que de la classe d’homotopie de (ft). Puisque ce morphisme de´termine
la classe
∫ 1
0 [ιXtω]dt, cela suffit a` e´tablir le lemme. Fixons donc une application γ : S
1 → Σ.








Puisque la classe d’homotopie du cylindre β : S1 × [0, 1] → Σ ne de´pend que de celle de
(ft), nous obtenons le re´sultat voulu. 2
Lorsque le genre de Σ est supe´rieur ou e´gal a` 2, le groupe Diff0(Σ, ω) est simplement
connexe [34]. Ainsi la classe de cohomologie
∫ 1
0 [ιXtω]dt ne de´pend que du diffe´omorphisme
f1 ∈ Diff0(Σ, ω), et pas de l’isotopie choisie pour le relier a` l’identite´. On note Flux(f1)
cette classe. Nous avons donc de´fini une application
Flux : Diff0(Σ, ω)→ H1(Σ,R).
Il n’est pas difficile de s’assurer que cette application est un homomorphisme. Bien entendu,
si ϕtH : Σ → Σ est une isotopie hamiltonienne, la classe de cohomologie Flux(ϕ1H ) est
nulle : pour chaque instant t on a en effet [ιXHtω] = [−dHt] = 0. Le groupe GΣ des
diffe´omorphismes hamiltoniens de Σ est donc contenu dans le noyau de l’homomorphisme
Flux. En fait il n’est pas difficile de s’assurer que ces deux groupes co¨ıncident :
Ker(Flux) = GΣ.
Autrement dit, si la classe Flux(f) est nulle, il existe une isotopie hamiltonienne reliant
l’identite´ a` f [5, 86]. Ce re´sultat est duˆ a` Banyaga.
Nous allons donner maintenant une description plus ge´ome´trique de l’homomorphisme
Flux. Plus pre´cise´ment, nous allons construire un homomorphisme
Sch : Diff0(Σ, ω)→ H1(Σ,R)
dans l’esprit du cycle asymptotique de Schwartzman associe´ a` une mesure invariante d’un
champ de vecteurs [110]. Il est dual du morphisme Flux dans le sens suivant. Pour toute
1-forme ferme´e α sur Σ, nous avons :∫
Σ
[α] ∧ Flux(f) = [α] (Sch(f)) .
Conside´rons donc un diffe´omorphisme f ∈ Diff0(Σ, ω) et une isotopie (ft) reliant l’identite´
a` f . Si x ∈ Σ, nous noterons γx le courant d’inte´gration sur la courbe (ft(x)). Conside´rons
le courant C (f) obtenu en prenant la moyenne des diffe´rents courants γx (x ∈ Σ) par















Si α est la diffe´rentielle d’une fonction F : Σ→ R, on a :
C (f)(dF ) =
∫
Σ
(F (f(x))− F (x))dµω(x).
Puisque f pre´serve l’aire, cette quantite´ est nulle. Le courant C (f) est ferme´. Il de´finit
donc une classe [C (f)] ∈ H1(Σ,R). Bien que nous l’ayons omis dans la notation, le courant
C (f) de´pend du choix de l’isotopie reliant l’identite´ a` f . Cependant, puisque le groupe
Diff0(Σ, ω) est simplement connexe, sa classe d’homologie ne de´pend que de f . Nous no-
terons donc Sch(f) = [C (f)] ∈ H1(Σ,R). Nous pouvons alors e´tablir la relation annonce´e
entre les classes Sch(f) et Flux(f).
Puisque la 3-forme α ∧ ω est nulle sur Σ nous avons :
0 = ιXt (α ∧ ω) = α(Xt)ω − α ∧ ιXtω.
Nous avons donc α(Xt)ω = α ∧ ιXtω. En inte´grant cette 2-forme sur Σ, puis en inte´grant








C’est la relation voulue.
En fait, si f ∈ Diff0(Σ, ω), on peut de´finir (exactement comme ci-dessus) une classe
d’homologie Schµ(f) associe´e a` toute mesure de probabilite´ bore´lienne µ invariante par
f . La classe Sch(f) ci-dessus est (a` une normalisation pre`s) la classe correspondant a` la
mesure de probabilite´ de´finie par la forme d’aire. Ces classes d’homologie associe´es aux
mesures invariantes de f sont largement utilise´es dans l’e´tude des diffe´omorphismes des
surfaces, par exemple, pour la recherche d’orbites pe´riodiques (voir [46, 81] par exemple).
Dans le cas ou` la surface Σ est le tore T2, on peut construire de manie`re simi-
laire les morphismes Flux et Sch. Cependant, le groupe Diff0(T
2, ω) n’e´tant pas sim-
plement connexe, ces morphismes sont a` valeurs dans les groupes H1(T2,R)/H1(T2,Z)
et H1(T
2,R)/H1(T
2,Z) respectivement [34, 86].
Exemples de quasi-morphismes et conjecture de Zimmer.
Concernant ce paragraphe, le lecteur pourra consulter les textes [7, 25, 52, 58, 88, 118,
120].
Nouc commenc¸ons par rappeler le re´sultat suivant de Banyaga [5]. Ici, Σ est une surface
compacte oriente´e quelconque, munie d’une forme d’aire ω.
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Le groupe GΣ des diffe´omorphismes hamiltoniens de Σ est simple.
La preuve de Banyaga ge´ne´ralise les travaux de Herman, Mather et Thurston sur la sim-
plicite´ du groupe de tous les diffe´omorphismes (isotopes a` l’identite´) d’une varie´te´ ferme´e.
Nous renvoyons le lecteur au livre [7] pour un panorama de ces travaux. La` encore, l’e´nonce´
ci-dessus admet une ge´ne´ralisation lorsque la surface Σ est remplace´e par une varie´te´ sym-
plectique de dimension supe´rieure.
D’apre`s ce re´sultat, tout homomorphisme a` valeurs re´elles de´fini sur le groupe GΣ
est trivial, et tout homomorphisme de´fini sur le groupe Diff0(Σ, ω) (lorsque le genre g
de Σ est supe´rieur ou e´gal a` 1) est obtenu en composant l’homomorphisme Flux avec un
homomorphisme deH1(Σ,R) (ou H1(T2,R)/H1(T2,Z) lorsque Σ = T2) vers R. On peut
alors chercher a` construire des quasi-morphismes de´finis sur les groupes GΣ ou Diff0(Σ, ω),
qui soient non-triviaux sur le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens. Il s’ave`re qu’il
existe de nombreux exemples. Mentionnons d’abord le re´sultat suivant de Gambaudo et
Ghys [52] :
L’espace des quasi-morphismes homoge`nes sur le groupe GΣ est de dimension infinie.
Avant de de´crire quelques exemples, expliquons l’ide´e ge´ne´rale des constructions de Gam-
baudo et Ghys. Plutoˆt que de construire des classes d’homologie associe´es aux trajec-
toires des points pendant une isotopie (ft) pre´servant l’aire (ces classes d’homologie sont
les classes Schµ(f) ou` µ est une mesure invariante de f), on peut conside´rer les classes
d’homotopie des trajectoires. On peut e´galement conside´rer non plus la trajectoire d’un
point x ∈ Σ, mais la trajectoire de plusieurs points distincts de Σ simultane´ment. Si
x1, . . . , xn sont n points distincts de Σ on peut conside´rer la courbe
(ft(x1), . . . , ft(xn)) ∈ Σn
comme e´tant “presque une tresse” lorsque t tend vers l’infini. En fait, presque tous les





pour tout j, on peut penser a` la courbe γ(x1, . . . , xn, ti) = (ft(x1), . . . , ft(xn))0≤t≤ti comme
a` une tresse. En choisissant un invariant nume´rique χ des tresses, nous pouvons conside´rer
la fonction χ(γ(x1, . . . , xn, ti)) sur Σ
n. En la moyennant sur l’espace des n-uplets de points,
puis par rapport au temps, on construit alors un invariant du diffe´omorphisme f1.
Mentionnons que ces constructions sont dans l’esprit de constructions pre´ce´dentes de
Schwartzman [110] comme nous l’avons de´ja` indique´, mais e´galement d’Arnold [3] et Ruelle
[108]. Notons e´galement que les tresses forme´es non pas a` partir de points seulement
re´currents, mais a` partir d’orbites pe´riodiques des diffe´omorphismes des surfaces ont e´te´
tre`s e´tudie´es, voir [20] pour un panorama et quelques re´fe´rences. Outre les constructions qui
utilisent des tresses, nous utiliserons aussi les espaces suivants pour construire des quasi-
morphismes : le cercle a` l’infini S1∞ du reveˆtement universel d’une surface hyperbolique,
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l’espace X2(D) des paires de points distincts d’un disque D ⊂ R2, la varie´te´ Λn des
sous-espaces lagrangiens de R2n, muni de sa structure symplectique standard. Le point
commun a` ces espaces est bien suˆr qu’ils ont tous les trois un groupe fondamental infini
cyclique.
Dans toutes ces constructions, une grande diffe´rence avec la dimension 1 est bien suˆr
qu’on ne peut associer un nombre de rotation qu’a` presque tout point de la surface (pour
une mesure invariante fixe´e du diffe´omorphisme), et non pas a` tout point comme sur le
cercle.
Nous passons maintenant a` la description de quelques exemples.
Exemple 1. ([52, 58]) Conside´rons une surface ferme´e Σ de genre g ≥ 2. On suppose Σ
munie d’une forme d’aire ω et d’une me´trique hyperbolique. Nous allons voir que la classe
d’homologie du courant C (f) (f ∈ Diff0(Σ, ω)) de´fini plus haut peut eˆtre repre´sente´e par
un cycle Cge´o(f) canonique (une fois la me´trique hyperbolique fixe´e). Contrairement au
cycle C (f) qui de´pend du choix d’une isotopie reliant l’identite´ a` f , Cge´o(f) ne de´pend
que de f et de la me´trique hyperbolique. De plus, pour toute 1-forme η sur Σ l’application
f 7→ φη(f) := Cge´o(f)(η)
est un quasi-morphisme. Ceci donne une grande famille de quasi-morphismes sur Σ. L’ide´e
sous-jacente dans cette construction est bien suˆr la “rectification” des simplexes, introduite
par Gromov et Thurston [61, 113].
Conside´rons donc une isotopie (ft) reliant l’identite´ a` un diffe´omorphisme f ∈ Diff0(Σ, ω).
Notons δ(x, f) l’unique ge´ode´sique de Σ reliant x a` f(x) dans la classe d’homotopie de




δ(x, f) dµω ,
ou` δ(x, f) est conside´re´ comme un courant d’inte´gration. Par de´finition, la classe d’homo-
logie du courant Cge´o(f) est e´gale a` Sch(f). Expliquons maintenant pourquoi φη est un










∣∣∣∣∣ ≤ pi · |dη|∞,
ou` f, g ∈ Diff0(Σ, ω) et x ∈ Σ. En inte´grant cette ine´galite´, on obtient ensuite (puisque g
pre´serve l’aire) :




Fixons deux isotopies (ft) et (gt) reliant l’identite´ a` f et g respectivement et relevons les
en des isotopies f˜t et g˜t du reveˆtement universel Σ˜ de Σ, que l’on identifie au disque de
Poincare´. Fixons un point x˜ ∈ Σ˜ au-dessus de x ∈ Σ et notons η˜ le releve´ de la forme η a`










est donc e´gale a` l’inte´grale de η˜ sur le bord du triangle ge´ode´sique ∆ de Σ˜ de sommets x˜,
g˜1(x˜), et f˜1g˜1(x˜). D’apre`s le the´ore`me de Stokes, cette quantite´ est e´gale a` l’inte´grale de
dη˜ sur le triangle ∆. Mais cette dernie`re inte´grale est borne´e par la norme de dη˜ multiplie´e
par l’aire d’un triangle hyperbolique, qui est elle-meˆme borne´e par pi. Nous obtenons
donc l’ine´galite´ souhaite´e. Dans la suite du texte, nous noterons Φη le quasi-morphisme
homoge`ne associe´ a` φη.
Remarquons que cette construction s’e´tend a` tout le groupe des home´omorphismes de
Σ pre´servant l’aire et isotopes a` l’identite´.
Exemple 2. ([52]) Choisissons n points deux-a`-deux distincts x01, . . . , x
0
n dans le disque
D = {(x, y) ∈ R2, |x|2 + |y|2 ≤ 1} et notons Pn(D) le groupe des tresses pures du disque :
c’est le groupe fondamental (base´ en x01, . . . , x
0
n) de l’espace Xn(D) des n-uplets de points
deux-a`-deux distincts du disque D. La signature (voir [53, 91]) est une application
signn : Pn(D)→ Z
qui est un quasi-morphisme. Lorsque n = 2, la signature d’une tresse est simplement (a`
une constante multiplicative pre`s) l’enlacement entre ses deux brins. En utilisant les ide´es
explique´es plus haut, nous pouvons construire une suite
Signn : Diffc(D, ω)→ R
de quasi-morphismes homoge`nes sur le groupe Diffc(D, ω) des diffe´omorphismes du disque
pre´servant l’aire et qui co¨ıncident avec l’identite´ au voisinage du bord. Pour tout point
(x1, . . . , xn) ∈ Xn(D), nous choisissons un arc α(x1, . . . , xn) de (x01, . . . , x0n) a` (x1, . . . , xn)
dans l’espace Xn(D). Si (ft) est une isotopie reliant l’identite´ a` un diffe´omorphisme f ∈
Diffc(D, ω), on peut conside´rer le lacet :
α(x1, . . . , xn) ∗ (f(x1), . . . , f(xn)) ∗ α(f(x1), . . . , f(xn))
dans Xn(D). Il de´finit un e´le´ment γ(f, x1, · · · , xn) ∈ Pn(D) qui ne de´pend que de f et des
points xi. Nous avons bien suˆr la relation :
γ(fg, x1, . . . , xn) = γ(g, x1, . . . , xn) ∗ γ(f, g(x1), . . . , g(xn)).
On en de´duit :
|signn(γ(fg, x1, . . . , xn))−signn(γ(g, x1, . . . , xn))−signn(γ(f, g(x1), . . . , g(xn)))| ≤ δ(signn).
Si l’on choisit les arcs α(x1, . . . , xn) de manie`re convenable, l’application
(x1, . . . , xn) 7→ signn(γ(f, x1, . . . , xn))
est inte´grable pour la mesure µnω (pour tout f ∈ Diffc(D, ω)). Notant s(f, x1, . . . , xn) =














s(f, g(x1), . . . , g(xn))dµ
n
ω
est borne´e par le de´faut du quasi-morphisme signn multiplie´ par l’aire de Σ a` la puissance
n. Autrement dit l’application qui a` f associe l’inte´grale
∫
Xn(D)
signn(γ(f, x1, . . . , xn))dµ
n
ω








p, x1, . . . , xn))dµ
n
ω.




p, x1, . . . , xn)) existe pour presque tout
n-uplet de points (x1, . . . , xn) et peut eˆtre vue comme la signature asymptotique de la
tresse de´finie par les points (x1, . . . , xn).
Mentionnons maintenant une de nos motivations pour la construction de quasi-mor-
phismes sur les groupes de diffe´omorphismes hamiltoniens de surfaces. Cette motivation
apparaˆıt de´ja` dans [58]. Les ide´es suivantes seront de´crites avec beaucoup plus de de´tails
dans le chapitre 3, nous nous contentons ici d’une description rapide. Conside´rons le groupe
de Lie SLn(R) avec n ≥ 3, ainsi qu’un re´seau
Γ ⊂ SLn(R).
On peut par exemple penser a` Γ = SLn(Z). D’apre`s une conjecture de Zimmer [118, 120],
tout morphisme
ρ : Γ→ GΣ
(ou` Σ est une surface compacte oriente´e quelconque) devrait eˆtre d’image finie. Il s’ave`re
que les constructions pre´ce´dentes de quasi-morphismes pourraient eˆtre utiles pour l’e´tude
de ce proble`me. En effet, Burger et Monod [24, 25] ont de´montre´ le re´sultat suivant. Tout
quasi-morphisme homoge`ne φ : Γ → R est identiquement nul. Ceci peut eˆtre vu comme
une ge´ne´ralisation du re´sultat de Kazhdan [74] qui affirme que tout homomorphisme de Γ
dans R est identiquement nul.
Si ρ est un hypothe´tique morphisme d’un re´seau Γ comme ci-dessus dans le groupe GΣ,
pour tout quasi-morphisme homoge`ne φ : GΣ → R, le quasi-morphisme φ ◦ ρ : Γ → R
est identiquement nul. Ainsi, si nous sommes capables de construire beaucoup de quasi-
morphismes de nature dynamique sur le groupe GΣ, leur annulation en restriction au
sous-groupe ρ(Γ) pourrait fournir des contraintes sur l’homomorphisme ρ.
De meˆme que le re´sultat de Kazhdan mentionne´ plus haut est en fait plus ge´ne´ral
que la simple annulation du groupe H1(Γ,R) (il affirme que Γ a la proprie´te´ (T)), le
re´sultat de Burger et Monod que nous avons cite´ est valable dans un contexte plus ge´ne´ral.
C’est un re´sultat d’annulation pour des groupes de cohomologie borne´e a` valeurs dans des
repre´sentations unitaires quelconques de Γ, et non pas seulement des groupes de cohomo-
logie borne´e a` coefficients triviaux. Nous verrons au chapitre 3 que ceci donne encore plus
de contraintes sur d’e´ventuels homomorphismes ρ : Γ→ GΣ.
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Pre´sentation des re´sultats.
Nous passons maintenant a` la pre´sentation de nos re´sultats. Nous ne donnons ici qu’une
partie de ceux-ci, ou e´nonc¸ons parfois certains d’entre eux de manie`re incomple`te. Le
lecteur se reportera aux chapitres correspondants pour des e´nonce´s pre´cis et complets.
Le premier chapitre est consacre´ a` la construction de certains quasi-morphismes qui
sont relie´s a` l’invariant de Calabi, et qui re´pondent a` une question formule´e par Entov et
Polterovich [36]. Nous de´crivons succinctement le contexte de ce travail dans le cas parti-
culier des surfaces. Le chapitre 1 contient un expose´ plus complet. D’apre`s un the´ore`me de
Banyaga que nous avons de´ja` mentionne´, le groupe GΣ des diffe´omorphismes hamiltoniens
d’une surface compacte Σ est simple. Il n’admet donc pas d’homomorphisme non-trivial
versR. Conside´rons maintenant un ouvert U ⊂ Σ, diffe´omorphe a` un disque. On peut alors
conside´rer le groupe GU constitue´ de tous les diffe´omorphismes hamiltoniens engendre´s par
des fonctions H : [0, 1] × U → R a` support compact. Une autre manie`re de le de´crire est
la suivante. C’est le groupe de tous les diffe´omorphismes de Σ pre´servant l’aire dont le
support est contenu dans U . Il existe un homomorphisme canonique de GU dans R. C’est
l’invariant de Calabi
CalU : GU → R,
introduit dans [26]. Une manie`re de le de´crire est la suivante. Si H : [0, 1]×U → R est un







(ou` l’on a note´ Ht(x) = H(t, x)). Cette quantite´ ne de´pend que de f (nous expliquerons
ce fait dans le chapitre 1). Banyaga [5] a de´montre´ que le noyau de cet homomorphisme
est un groupe simple. Ceci assure que tout homomorphisme a` valeurs re´elles de´fini sur le
groupe GU est obtenu en composant l’invariant CalU avec un homomorphisme de R dans
R.
Nous nous trouvons donc dans la situation suivante : sur le (grand) groupe GΣ, il n’existe
pas d’homomorphisme non-trivial vers R. Par contre il existe une collection de (petits)
sous-groupes de GΣ, les sous-groupes de la forme GU ou` U est un ouvert diffe´omorphe a`
un disque, sur lesquels existe un morphisme canoniquement de´fini. Dans [36], Entov et
Polterovich demandent si l’on peut construire un invariant de´fini sur le groupe GΣ tout
entier, qui, en restriction au sous-groupe GU , co¨ıncide avec l’invariant CalU , de`s que l’ouvert
U est “assez petit”. Plus pre´cise´ment, ils posent la question suivante. Notons D la famille
constitue´e de tous les ouverts U de Σ, diffe´omorphes a` un disque, et ayant la proprie´te´
suivante : il existe un diffe´omorphisme hamiltonien g : Σ → Σ tel que g(U) ∩ U soit vide
(nous dirons que g disjoint U de lui-meˆme).
Peut-on construire un quasi-morphisme homoge`ne φ : GΣ → R dont les restrictions aux
sous-groupes (GU )U∈D co¨ıncident avec les homomorphismes (CalU )U∈D.
Notons (voir le chapitre 1 pour plus de de´tails) que l’on peut formuler une question simi-





positivement a` cette question lorsque Σ est la sphe`re S2 (ainsi que pour d’autres varie´te´s
symplectiques de dimension supe´rieure). Nous prouvons ici le re´sultat suivant :
The´ore`me A Soit Σ une surface compacte oriente´e de genre supe´rieur ou e´gal a` 1. Il
existe un quasi-morphisme homoge`ne CalΣ : GΣ → R dont la restriction au sous-groupe
GU co¨ıncide avec l’invariant de Calabi CalU pour tout ouvert U diffe´omorphe a` un disque.
Contrairement a` l’e´nonce´ de Entov et Polterovich, notre re´sultat ne fait pas apparaˆıtre
la condition “U peut eˆtre disjoint de lui-meˆme par un diffe´omorphisme hamiltonien de Σ”.
Nous verrons que dans le cas de la sphe`re, cette condition est ne´cessaire a` l’existence d’un
quasi-morphisme re´pondant positivement a` la question de Entov et Polterovich. En fait les
constructions de quasi-morphismes de [36] sont de nature tre`s diffe´rente de celles qui ap-
paraissent dans ce travail. Elles reposent sur l’homologie de Floer et la notion d’invariants
spectraux. Le lecteur pourra consulter la fin du paragraphe 1.2 ainsi que [104] pour un
aperc¸u de ces techniques.
Conside´rons maintenant une fonction de Morse F : Σ → R sur une surface compacte
oriente´e Σ. Notons x1, . . . , xl ses points critiques et λi = F (xi) ses valeurs critiques. Nous
ferons l’hypothe`se que ses valeurs critiques sont toutes distinctes : λi 6= λj si i est diffe´rent
de j. On peut alors associer a` F son graphe de Reeb [106]. C’est l’espace des composantes
connexes des niveaux de F . Rappelons sa construction. Conside´rons un re´el t et choisissons
une composante connexe C du niveau F−1(t). Trois possibilite´s se pre´sentent :
1. C est re´duit a` un point, qui est un extremum local de F ,
2. C est un cercle plonge´ dans Σ,
3. C est une courbe ferme´e immerge´e dans Σ ayant un unique point double.
On de´finit alors un graphe G de la manie`re suivante. A chaque composante du type 1 ou 3
on associe un sommet de G. Notons K la re´union (finie) des composantes de type 1 ou 3.
L’ouvert Σ \K est une re´union finie de cylindres diffe´omorphes a` S1×R. A chacun de ces
cylindres nous associons une areˆte de G dont les sommets correspondent aux composantes
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de niveau de F qui contiennent le bord de C. On dispose alors d’une projection naturelle
pG : Σ→ G et la fonction F s’e´crit
F = FG ◦ pG
ou` FG est une fonction de´finie sur G. Plus ge´ne´ralement, conside´rons l’espace F des fonc-
tions sur Σ qui commutent avec F au sens de Poisson :
F = {H : Σ→ R, C∞, ω(XH ,XF ) = 0}.
Si H ∈ F, H s’e´crit e´galement sous la forme HG ◦ pG ou` HG est une fonction de´finie sur G.
L’ensemble
Γ = {ϕ1H ,H ∈ F}
est alors un sous-groupe abe´lien du groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens de Σ.
Comme cela a e´te´ fait dans [36] pour certains quasi-morphismes de´finis sur le groupe
des diffe´omorphismes hamiltoniens de S2, nous calculerons dans le chapitre 1 les valeurs
prises par les quasi-morphismes construits dans le the´ore`me 1 sur le groupe Γ. L’expres-
sion de CalΣ(ϕ
1
H) (H ∈ F) fait alors intervenir les valeurs de la fonction HG sur certains
ensembles de´finis a` partir de la combinatoire du graphe de Reeb G.
Dans le second chapitre, nous conside´rons une varie´te´ symplectique ferme´e (V, ω) qui est
monotone. Nous rappellerons la de´finition de cette notion dans l’introduction du chapitre
2. Cette classe de varie´te´s symplectiques inclut par exemple tous les espaces projectifs com-
plexes munis de leur structure symplectique standard (de Fubini-Study). Notons e´galement
que pour toutes ces varie´te´s, la premie`re classe de Chern du fibre´ tangent, muni d’une struc-
ture presque-complexe compatible avec ω, n’est pas triviale. Nous construisons alors un
quasi-morphisme S sur le reveˆtement universel G˜V du groupe GV des diffe´omorphismes
hamiltoniens de V . L’invariant S({ft}) associe´ a` une isotopie hamiltonienne ft : V → V
peut eˆtre vu comme un moyen de mesurer la manie`re dont la diffe´rentielle dft : TV → TV
fait tourner les sous-espaces lagrangiens de TV . Bien que le fibre´ tangent TV ne soit pas
trivial, nous parvenons a` de´finir un nombre de rotation associe´ a` l’action de la diffe´rentielle
dft sur le fibre´ en grassmanniennes lagrangiennes associe´ a` V . Il s’ave`re que cet invariant
e´tend un homomorphisme de´fini sur le groupe fondamental pi1(GV ) ⊂ G˜V du groupe des
diffe´omorphismes hamiltoniens de V , qui a e´te´ introduit par Polterovich [100].
Lorsque V est la sphe`re S2, le groupe fondamental du groupe des diffe´omorphismes
hamiltoniens est fini [111] et le quasi-morphisme S descend en un quasi-morphisme sur
le groupe GS2 , que nous notons toujours S. Nous pouvons, comme dans le chapitre 1,
conside´rer le groupe ΓF forme´ des flots hamiltoniens qui commutent avec le flot hamiltonien
engendre´ par une fonction de Morse fixe´e F : S2 → R. Nous supposons toujours que les
valeurs critiques de F sont deux-a`-deux distinctes et notons encore x1, . . . , xl ses points
critiques. Soit V0 l’ensemble des points critiques de F d’indice 0 ou 2, et V1 l’ensemble des







2 = cardV0 − cardV1.
Fixons une forme d’aire Ω sur S2 d’aire totale e´gale a` 2 et notons µΩ la mesure sur S
2
associe´e a` Ω. Notons δx la mesure de Dirac associe´e a` un point x de la sphe`re. La formule








est de masse totale nulle. Nous avons alors le :














Le fait que ζ soit de masse totale nulle traduit bien suˆr le fait que le flot ϕtH , et donc la
quantite´ S(ϕ1H), sont inchange´s lorsque l’on ajoute une constante a` H.
Dans le troisie`me chapitre nous commenc¸ons par effectuer un rapide survol des motiva-
tions et des re´sultats existant dans le cadre du “programme de Zimmer”. Nous rappelons
comment l’e´tude des actions pre´servant l’aire sur une surface d’un re´seau Γ dans un groupe
de Lie simple G (connexe, a` centre fini) de rang re´el supe´rieur ou e´gal a` 2 se rame`ne a`
l’e´tude des actions hamiltoniennes de Γ. Nous rappelons alors les re´sultats de Polterovich
[103] d’une part et de Franks et Handel [47, 48] d’autre part qui traitent le cas ou` le re´seau
est non-uniforme et la surface de genre positif. Nous de´crivons ensuite quelques ide´es qui
pourraient eˆtre utiles pour e´tudier le cas des re´seaux cocompacts.
Supposons que ρ : Γ → GΣ soit un morphisme d’un re´seau Γ comme ci-dessus dans le
groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une surface ferme´e. Nous montrons comment
les the´ore`mes d’annulation de Burger et Monod en cohomologie borne´e, combine´s avec le
fait que Γ a la proprie´te´ (T), fournissent des contraintes sur la dynamique individuelle de
chacun des diffe´omorphismes ρ(γ) (γ ∈ Γ). Une manie`re rapide de de´crire ces contraintes
est la suivante. Tous les nombres de rotation, ou enlacements asymptotiques, ou encore les
“signatures asymptotiques” que l’on peut associer a` presque tout point de Σ (ou presque
tout n-uplet de points) sous l’action de ρ(γ) s’annulent (presque partout). Une question
difficile est alors de savoir si un diffe´omorphisme ve´rifiant toutes ces contraintes doit eˆtre
e´gal a` l’identite´. Nous montrons que c’est effectivement le cas dans une situation parti-
culie`re tre`s simple : lorsque l’on suppose que le diffe´omorphisme conside´re´ est le temps 1
d’un flot hamiltonien autonome (du moins lorsque la surface Σ est de genre strictement
positif). Plus pre´cise´ment, nous montrons le :
The´ore`me C Soit ϕ1H : Σ → Σ le temps 1 d’un flot hamiltonien (autonome). Si ϕ1H
apparaˆıt dans l’image d’un homomorphisme ρ comme ci-dessus, alors :
– si le genre de Σ est non-nul, ϕ1H est l’identite´,
– si Σ = S2, alors le flot ϕtH est topologiquement conjugue´ a` un sous-groupe a` un
parame`tre de rotations.
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Bien suˆr, ce re´sultat n’est pas repre´sentatif de la difficulte´ de la question pour un
diffe´omorphisme hamiltonien ge´ne´ral.
Le dernier chapitre aborde une proble´matique le´ge`rement diffe´rente de celles des cha-
pitres pre´ce´dents. Si (V, ω) est une varie´te´ symplectique compacte quelconque, le groupe
GV des diffe´omorphismes hamiltoniens de V peut eˆtre muni d’une distance biinvariante :
la distance de Hofer introduite dans [68]. Rappelons-en brie`vement la de´finition. L’alge`bre
de Lie du groupe GV s’identifie a` l’espace des fonctions lisses sur V modulo l’espace des
fonctions constantes. En effet cet espace s’identifie naturellement a` l’espace des champs
de vecteurs hamiltoniens sur V . L’application qui a` une fonction lisse H : V → R associe
son oscillation
osc(H) = max(H)−min(H)
de´finit donc une norme sur l’espace des fonctions lisses modulo les constantes. Pour
re´sumer, la distance de Hofer est alors la distance finslerienne associe´e a` la norme “os-
cillation” sur l’alge`bre de Lie de GV . Si f ∈ GV et si (ft) est une isotopie hamiltonienne






puis l’e´nergie de f par :
||f || = inf `({ft})
ou` la borne infe´rieure porte sur toutes les isotopies hamiltoniennes reliant l’identite´ a`
f . La distance de Hofer entre deux diffe´omorphismes f et g est alors ρ(f, g) = ||fg−1||.
Le fait que ρ soit biinvariante traduit le fait que l’action adjointe d’un diffe´omorphisme
hamiltonien f : V → V sur l’espace C∞(V,R) des fonctions lisses sur V s’e´crit :
Adf (H) = H ◦ f−1.
La transformation Adf : C
∞(V,R) → C∞(V,R) pre´serve donc la norme osc. Signalons
e´galement qu’il est tre`s difficile de montrer que ρ est une distance. Le point de´licat est
de s’assurer que ρ est non-de´ge´ne´re´e : si f ∈ GV est un diffe´omorphisme diffe´rent de
l’identite´, ||f || > 0. Ceci a e´te´ e´tabli par Hofer dans R2n [68], par Polterovich pour les
varie´te´s rationnelles [99], puis par Lalonde et McDuff en toute ge´ne´ralite´ [77].
Une fois acquis le fait que ρ est une distance, il est tout aussi difficile d’obtenir des bornes
infe´rieures arbitrairement grandes sur ρ et notamment de montrer que l’espace me´trique
(GV , ρ) est de diame`tre infini. Cependant il est maintenant connu que ce diame`tre est infini
dans un certains nombre de situations : pour toutes les surfaces ferme´es [78, 101], pour les
varie´te´s asphe´riques [109] (c’est-a`-dire celles pour lesquelles le groupe pi2(V ) est trivial),
pour les espaces projectifs complexes [36]... On peut alors s’inte´resser a` la ge´ome´trie a`
grande e´chelle de l’espace me´trique (GV , ρ). Dans cet esprit, nous avons montre´ le re´sultat
suivant, que l’on obtient sans difficulte´s a` partir des estimations connues de la distance de
Hofer.
The´ore`me D Supposons qu’il existe une sous-varie´te´ lagrangienne ferme´e L plonge´e dans
V , ve´rifiant les deux conditions suivantes :
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• l’application induite pi1(L) → pi1(V ) entre les groupes fondamentaux de L et V est
injective,
• il existe sur L une me´trique riemannienne a` courbure ne´gative ou nulle.
Alors, pour tout entier naturel N , il existe un morphisme φ : RN → GV ayant la proprie´te´
suivante. Si | · |est une norme fixe´e sur RN , il existe une constante strictement positive
CN telle que :
C−1N |x− y| ≤ ρ(φ(x), φ(y)) ≤ CN |x− y|,
pour tous x, y de RN .
Des exemples de varie´te´s symplectiques ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me sont
donne´s par les surfaces de genre strictement positif et leurs produits. Une autre se´rie
d’exemples est obtenue de la manie`re suivante. Si M3 est une varie´te´ de dimension 3 qui
fibre sur le cercle de sorte que le genre de la fibre soit strictement positif, alors M3 × S1
posse`de une structure symplectique pour laquelle elle contient un tore lagrangien T2 in-
compressible.
Les re´sultats des chapitres 1 et 2 sont pour l’essentiel tire´s des articles Quasi-morphismes
et invariant de Calabi (Ann. Sci. E´cole Norm. Sup. (4) 39, No. 1, 2006) et Quasi-
morphismes de Calabi et graphe de Reeb sur le tore (C. R. Math. Acad. Sci. Paris 343,
No. 5, 2006). Le the´ore`me B ci-dessus a e´te´ e´tabli apre`s la publication de ces articles. Le
re´sultat du chapitre 4 est quant a` lui tire´ de l’article Quelques plats pour la me´trique de
Hofer (arXiv :0704.2524, accepte´ au Journal de Crelle).
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Tout au long de ce texte, nous adopterons les notations suivantes. Si (V, ω) est une
varie´te´ symplectique et H : V × [0, 1] → R une fonction a` support compact, le gradient
symplectique de H est le champ de vecteurs de´pendant du temps XHt de´fini par l’e´quation
ιXHtω = −dHt (ou` Ht(x) = H(x, t)). L’isotopie hamiltonienne engendre´e par H est le





Nous noterons G le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens de V , ou parfois GV s’il y
a un risque de confusion. C’est le groupe forme´ par tous les diffe´omorphismes qui sont le
temps 1 d’une isotopie hamiltonienne. Par exemple, si V est ferme´e et U est un ouvert de V ,
nous de´signerons souvent par G le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens de V et par
GU le sous-groupe de G forme´ des diffe´omorphismes engendre´s par des fonctions a` support
compact dans U . Les fonctions, les diffe´omorphismes, ou les champs de vecteurs que nous
conside´rons sont de classe C∞. Cependant, beaucoup de re´sultats ou de constructions que




2 CHAPITRE 1. QUASI-MORPHISMES DE CALABI
Nous conside´rons une varie´te´ symplectique (V, ω). Rappelons tout d’abord quelques
re´sultats classiques sur la structure alge´brique du groupe G des diffe´omorphismes hamil-
toniens de V . Lorsque V est ferme´e, Banyaga a de´montre´ en 1978 [5] que le groupe G est
un groupe simple. Lorsque V est ouverte et exacte (c’est-a`-dire que ω est exacte sur V ),
Calabi a introduit en 1970 [26] un homomorphisme CalV : G → R. Une manie`re de le
de´finir est la suivante (nous reviendrons plus en de´tails sur cette de´finition au paragraphe
suivant). Si H : V × [0, 1] → R est un hamiltonien a` support compact qui engendre le







(ou` n = 12dimV ). Cette quantite´ ne de´pend que de f et pas du choix du hamiltonien
qui l’engendre. Banyaga a de´montre´ que le noyau de l’homomorphisme CalV est simple.
Tout homomorphisme de G vers un groupe abe´lien A est donc obtenu en composant
l’homomorphisme CalV avec un homomorphisme de R dans A.
Rappelons que, dans les anne´es 70, les travaux de Herman, Mather et Thurston ont
permis de montrer que le groupe Diffr0(M) des diffe´omorphismes isotopes a` l’identite´ d’une
varie´te´ connexe ferme´eM , est simple (de`s que r ∈ N∪{∞} est diffe´rent de dim(M)+1). Il y
a bien suˆr un re´sultat similaire lorsqueM est ouverte, en conside´rant des diffe´omorphismes
a` support compact. Les travaux de Banyaga sont une adaptation au cas symplectique de
la me´thode de Thurston pour prouver la simplicite´ du groupe Diff∞0 (M). Nous renvoyons
le lecteur au livre [7] pour un survol de ces travaux.
Revenant au cadre symplectique, notons que si U1 ⊂ U2 sont deux ouverts d’une meˆme
varie´te´ symplectique (sur lesquels ω est exacte), la restriction de l’invariant CalU2 au groupe
GU1 co¨ıncide avec CalU1.
Plac¸ons nous maintenant dans le cas ou` V est ferme´e. Si U est un ouvert de V sur lequel
ω est exacte, nous disposons donc d’un homomorphisme CalU : GU → R. Il existe toujours
de tels ouverts : de`s que U est contenu dans une carte de Darboux, la forme symplectique
y est exacte. Le groupe G posse`de donc une large collection de sous-groupes sur lesquels un
morphisme canonique est de´fini. Dans [36], Entov et Polterovich sugge`rent de rechercher
un invariant sur G qui e´tend les invariants de Calabi CalU : GU → R pour tous les ouverts
U assez petits. Bien suˆr, d’apre`s le the´ore`me de Banyaga de´ja` cite´, un tel invariant ne peut
eˆtre un homomorphisme : puisque le groupe G est simple, tout homomorphisme G → R
est identiquement nul. Nous noterons plus pre´cise´ment D la famille des ouverts U de V
ayant les deux proprie´te´s suivantes : la forme symplectique est exacte sur U et l’ouvert U
peut eˆtre disjoint de lui-meˆme par un diffe´omorphisme hamiltonien de V : il existe f ∈ G
avec f(U) ∩ U = ∅. Entov et Polterovich formulent alors la question suivante :
Peut-on construire un quasi-morphisme homoge`ne φ : G → R dont les restricitions aux
sous-groupes (GU )U∈D co¨ıncident avec les homomorphismes (CalU )U∈D ?
Nous appelerons quasi-morphisme de Calabi un quasi-morphisme sur le groupe G ayant
cette proprie´te´. Dans [36], ils construisent un tel invariant pour une certaine classe de
3varie´te´s symplectiques qui inclut notamment les espaces projectifs complexes, munis de
leur structure symplectique standard, et en particulier la sphe`re S2. Leur construction a
ensuite e´te´ e´tendue a` d’autres varie´te´s symplectiques [16, 38, 97]. Dans le cas de la sphe`re
S2 (et plus ge´ne´ralement, des espaces projectifs complexes), une autre construction d’un
“quasi-morphisme de Calabi” a e´te´ propose´e par Ben Simon [12].
Dans ce chapitre, nous allons voir comment re´pondre a` cette question dans le cas ou`
la varie´te´ symplectique est une surface de genre supe´rieur ou e´gal a` 1. Cependant, les
quasi-morphismes que nous construisons ici ont des proprie´te´s tre`s diffe´rentes de ceux
construits dans [36]. En dimension 2, une forme symplectique est toujours exacte sur une
surface ouverte, ainsi, la premie`re condition de´finissant la famille d’ouvert D est vide dans
ce cas. Par contre, nous verrons que la seconde condition n’apparaˆıt pas du tout dans
notre travail. Les invariants que nous construisons sont de nature topologique. Si S est
une surface ferme´e de genre supe´rieur ou e´gal a` 2, nous allons par exemple construire un
quasi-morphisme homoge`ne CalS : GS → R dont la restriction aux sous-groupes GU sera
e´gale a` l’invariant de Calabi pour tout ouvert U diffe´omorphe a` un disque ou a` un anneau.
On peut par exemple choisir U d’aire arbitrairement proche de l’aire totale de la surface.
Nous rappelerons au paragraphe 1.2.1 pourquoi ceci n’est pas possible sur la sphe`re S2.
La condition de´finissant la famille d’ouverts D est donc optimale dans le cas de la sphe`re.
Comme cela a e´te´ fait dans [36] pour le cas de la sphe`re, nous calculerons (dans le cas
des surfaces hyperboliques, puis dans le cas du tore) la valeur des quasi-morphismes que
nous construisons sur les flots autonomes associe´s a` des fonctions de Morse sur la sur-
face conside´re´e. Nous obtenons alors de jolies formules qui font intervenir la combinatoire
du graphe de Reeb associe´ a` la fonction de Morse (dont nous rappelons la construction
au paragraphe 1.2.2). On trouve e´galement des calculs similaires (pour d’autres quasi-
morphismes) dans [17, 51, 52].
Nous concluons l’introduction de ce chapitre par une remarque supple´mentaire, destine´e
a` souligner la diffe´rence entre d’une part, tous les quasi-morphismes construits dans ce
texte ou encore dans [52] par Gambaudo et Ghys, et d’autre part les quasi-morphismes
construits par Entov et Polterovich.
Conside´rons un groupe Γ agissant sur un espace de probabilite´ (X,µ) en pre´servant
la mesure. Supposons donne´e une application u : Γ → L2(X,µ) ve´rifiant la condition
suivante. Il existe une constante C > 0 telle que :
|u(γ1γ2)(x)− u(γ2)(x)− u(γ1)(γ2(x))| ≤ C,
pour µ-presque tout x ∈ X (∀γ1, γ2 ∈ Γ). Nous dirons dans ce cas que u est un quasi-
cocycle. Puisque l’action de Γ sur X pre´serve la mesure, l’application γ 7→ ∫
X
u(γ)dµ
est un quasi-morphisme. En fait, dans cette situation, u de´finit e´galement une classe de
cohomologie borne´e a` valeurs dans l’espace L2(X,µ) (nous reviendrons sur ce point au
chapitre 3). Tous les quasi-morphismes construits dans ce texte, ou dans [52], sont obtenus
par ce proce´de´ : Γ est le groupe de tous les diffe´omorphismes hamiltoniens d’une surface
compacte par exemple, et X est, la surface elle-meˆme, ou bien l’espace des paires de points
distincts sur la surface, ou bien l’espace des n-uplets de points distincts sur la surface.
Les quasi-morphismes construits par Entov et Polterovich (ainsi que tous les quasi-
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morphismes construits dans [16, 97]) ne sont pas obtenus de cette manie`re la`. C’est
d’ailleurs un proble`me ouvert de savoir si l’on peut, ou non, interpre´ter ces quasi-mor-
phismes (au moins en dimension 2) comme inte´grale d’un quasi-cocycle.
1.1 Pre´liminaires
1.1.1 Diverses de´finitions de l’invariant de Calabi
Nous rappelons ici les diverses de´finitions possibles de l’invariant de Calabi sur la varie´te´
symplectique exacte (V, ω = dλ) (nous noterons 2n la dimension de V ).
Conside´rons donc un diffe´omorphisme f ∈ G . Soit H : V × [0, 1] → R un hamiltonien
(a` support compact) qui engendre une isotopie (ft) dont le temps 1 est f . Le gradient





Suivant [26], nous de´finissons :






(la constante −n ne sert que pour la commodite´ de nos calculs). Nous allons donner deux
autres descriptions de cet invariant. Puisque V est de dimension 2n, la (2n + 1)-forme
diffe´rentielle λ∧ωn est nulle. En prenant le produit inte´rieur de cette forme avec le champ
de vecteurs XHt , nous obtenons :
λ(XHt)ω
n = λ ∧ nιXHtω ∧ ωn−1
= nλ ∧ (−dHt) ∧ ωn−1
= n(d(Htλ)−Htdλ) ∧ ωn−1




d(Htλ ∧ ωn−1) est nulle car la (2n − 1)-forme Htλ ∧ ωn−1 est a` support





n. C’est en fait cette seconde
description de l’invariant de Calabi que nous allons utiliser dans la section 1.2.1, c’est
pourquoi nous avons introduit le coefficient −n dans la de´finition initiale de l’invariant.
Une troisie`me de´finition possible serait la suivante. Conside´rons la 1-forme f∗λ−λ. Elle est
ferme´e, car f pre´serve la forme symplectique ω. Le fait que l’isotopie (ft) soit hamiltonienne
assure qu’elle est exacte. En effet nous pouvons e´crire :








0 (−Ht ◦ ft) + λ(XHt)dt).
1.1. PRE´LIMINAIRES 5
En de´finissant F (f, λ) comme e´tant l’unique primitive a` support compact de la 1-forme







Notons que l’e´galite´ des trois descriptions de l’invariant de Calabi assure, d’une part
que la premie`re ne de´pend pas du choix de l’isotopie hamiltonienne reliant l’identite´ au
diffe´omorphisme donne´ ; d’autre part que la seconde et la troisie`me sont en fait inde´pendan-
tes du choix de la primitive de la forme symplectique. Il n’est pas difficile de ve´rifier que
l’application CalV : G → R est un homomorphisme. Cela se de´duit par exemple de la
relation :
F (f ◦ g, λ) = F (f, λ) ◦ g + F (g, λ).
1.1.2 Extension du groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens
Les re´sultats de ce paragraphe sont tre`s classiques, voir par exemple [6, 18] ; nous les
rappelons succinctement.
Conside´rons une varie´te´ (que nous supposerons ferme´e et connexe) M , munie d’une
forme de contact α dont le champ de Reeb X est induit par une action libre du cercle
R/Z. Notons V la varie´te´ obtenue en prenant le quotient de M par l’action du cercle, et
pi : M → V la projection associe´e. La 2-forme dα sur M est invariante par l’action du
cercle et ve´rifie ιXdα = 0. Il existe donc une 2-forme ω sur V telle que pi
∗ω = dα. La forme
ω est une forme symplectique sur V .
Re´ciproquement, conside´rons une varie´te´ symplectique (V, ω) (que nous supposons
connexe et ferme´e) entie`re, c’est-a`-dire, pour laquelle la classe de cohomologie de la forme
symplectique est entie`re. Soit pi :M → V le fibre´ en cercles au-dessus de V dont la classe
d’Euler est [ω] ∈ H2(V,Z). Il existe alors une action libre du cercle R/Z et une forme
de contact α sur M tels que pi∗ω = dα et α(X) = 1 (ou` X de´signe le champ de vecteurs
engendre´ par l’action de R/Z sur M).
Dans cette situation, nous avons une extension centrale par R/Z du groupe des diffe´o-
morphismes hamiltoniens de V . De´crivons d’abord cette extension au niveau des alge`bres
de Lie.
Un e´le´ment Y de l’alge`bre de Lie Lα(M) des champs de vecteurs sur M qui pre´servent
α est invariant par l’action du cercle. Il de´finit donc un champ de vecteurs pi∗(Y ) sur V .
De l’e´quation
LY α = 0,
nous tirons
−d(α(Y )) = pi∗(ιpi∗(Y )ω).
La fonction α(Y ) : M → R descend en une fonction sur V . Le champ pi∗(Y ) est donc
hamiltonien, de hamiltonien α(Y ). Nous avons donc construit un morphisme d’alge`bres
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de Lie de Lα(M) dans l’alge`bre ham(V, ω) des champs de vecteurs hamiltoniens sur V ,
dont le noyau est engendre´ par le champ X. Nous avons donc une extension :
0 // R // Lα(M) // ham(V, ω) // 0.
Proposition 1.1.1 L’extension ci-dessus est (canoniquement) scinde´e.
Preuve : soit Z un champ de vecteurs hamiltonien sur V , de hamiltonien HZ : V → R,




n = 0. Notons θ(Z) = Ẑ + (HZ ◦ pi)X, ou` Ẑ est le releve´
horizontal de Z a` M , de´fini par l’e´quation α(Ẑ) = 0. Nous avons :
Lθ(Z)α = (ιθ(Z)d+ dιθ(Z))(α) = d(HZ ◦ pi) + pi∗ιZω = 0.
Le champ de vecteurs θ(Z) est donc dans l’alge`bre Lα(M). On ve´rifie aise´ment que l’ap-
plication Z 7→ θ(Z) est un morphisme d’alge`bres de Lie. 2
Passons maintenant a` l’extension du groupe G des diffe´omorphismes hamiltoniens de V .
Nous noterons Gα,0(M) le groupe des diffe´omorphismes de M qui pre´servent α, isotopes
a` l’identite´ via une isotopie qui pre´serve α.
Tout diffe´omorphisme de M qui pre´serve α pre´serve son champ de Reeb. Il commute
donc avec l’action du cercle sur M et induit un diffe´omorphisme de V . Soit (Ft) une
isotopie sur M , engendre´e par le champ de vecteurs de´pendant du temps Yt, et telle que
F ∗t α = α (t ∈ [0, 1]). Alors l’isotopie (ft) de V induite par (Ft) est l’isotopie hamiltonienne
associe´e au champ pi∗(Yt). Les e´le´ments de Gα,0(M) induisent donc des diffe´omorphismes
hamiltoniens de V et ceci de´finit un morphisme Gα,0(M)→ G .
Inversement, nous pouvons “inte´grer” l’application θ pre´ce´demment construite : si (ft)
est une isotopie hamiltonienne sur V engendre´e par le champ de vecteurs hamiltonien Zt,
l’isotopie Θ(ft) engendre´e par le champ de vecteurs θ(Zt) rele`ve (ft) ; le morphisme ci-
dessus est donc surjectif. E´tudions son noyau. Soit ϕ : M →M un diffe´omorphisme dans
Gα,0(M) qui induit l’identite´ sur V . Puisque ϕ commute avec l’action du cercle sur M , ϕ
est une rotation dans chaque fibre de M . Il existe donc une application u : V → S1 telle
que ϕ(x) = u(pi(x)) ·x. On ve´rifie aise´ment que ϕ ne pre´serve la forme de contact α que si
l’application u est constante. Le noyau du morphisme Gα,0(M) → G est donc isomorphe
au cercle S1. Nous avons une extension centrale :
0 // R/Z // Gα,0(M) // G // 0.
Lemme 1.1.2 La classe d’homotopie (a` extre´mite´s fixe´es) de l’isotopie Θ(ft) ne de´pend
que de celle de (ft).
Preuve : si Ft : M → M est une isotopie qui pre´serve la forme de contact α, engendre´e





α(Yt)α ∧ (dα)ndt. Il n’est pas difficile
de s’assurer que ce nombre ne de´pend que de la classe d’homotopie (a` extre´mite´s fixes) de
(Ft) (voir [5, 6]).
Conside´rons maintenant un chemin d’isotopies hamiltoniennes (ft,s) avec f0,s = 1l et





n = 0 pour tous (t, s)) et Ft,s = Θ(ft,s). Puisque A ne de´pend que de la
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ndt = 0 et de meˆme, A((Ft,s0)0≤t≤1) = 0. Nous avons











Mais ce champ de vecteurs pre´serve α, et est en tout point proportionnel au champ de
Reeb X de α. Il doit donc eˆtre un multiple constant de X : Xs = a(s)X. Puisque la
fonction (constante !) α(Xs) = a(s) est de moyenne nulle sur M , nous avons a(s) = 0. Le
chemin de diffe´omorphismes (F1,s) est constant. 2
Ainsi, si le groupe G est simplement connexe, l’extension pre´ce´dente est scinde´e : si
f ∈ G , nous pouvons choisir une isotopie (ft) reliant l’identite´ a` f . Le diffe´omorphisme
Θ(f) :M →M qui est le temps 1 de l’isotopie Θ(ft) ne de´pend que du diffe´omorphisme f
et de´finit une section de l’homomorphisme Gα,0(M)→ G . Graˆce au the´ore`me de Banyaga
qui assure que le groupe G est simple [5], la section qui scinde l’extension est unique.
Si V est une surface ferme´e oriente´e de genre supe´rieur ou e´gal a` 2, le groupe G est sim-
plement connexe, pour les raisons suivantes. D’une part, la composante neutre Diff0(V, ω)
du groupe des diffe´omorphismes de V qui pre´servent l’aire est contractile : d’apre`s une
version forte d’un the´ore`me de Moser [90], elle a le type d’homotopie de la composante
neutre du groupe de tous les diffe´omorphismes de V , et ce dernier groupe est contrac-
tile [34]. D’autre part l’application G → Diff0(V, ω) induit une injection au niveau des
groupes fondamentaux (voir [86]). Le groupe G est donc simplement connexe. Ainsi, pour
une surface de genre supe´rieur, l’extension ci-dessus est canoniquement scinde´e.
1.1.3 Classe d’Euler borne´e
Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques re´sultats classiques concernant la coho-
mologie borne´e des groupes discrets (voir par exemple [10, 21, 54, 61] pour une introduction
plus de´taille´e). Nous utiliserons notamment le fait suivant, de´ja` mentionne´ dans l’intro-
duction : pour tout groupe discret Γ, le noyau de l’application H2b (Γ,R) → H2(Γ,R) est
isomorphe a` l’espace
QMh(Γ,R)/Hom(Γ,R).
Rappelons-en la preuve : si φ : Γ→ R est un quasi-morphisme homoge`ne, notons cφ(x, y) =
dφ(x, y) = φ(xy)−φ(x)−φ(y) le cobord de φ. L’application cφ ve´rifie la relation de cocycle :
cφ(x, y) + cφ(xy, z) = cφ(x, yz) + cφ(y, z),
et est borne´e (par le de´faut de φ). Elle de´finit donc une classe de cohomologie borne´e
[cφ] ∈ H2b (Γ,R), qui est triviale en cohomologie usuelle (car cφ est le cobord de φ). Nous
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avons bien construit une application
κ : QMh(Γ,R)/Hom(Γ,R)→ Ker(H2b (Γ,R)→ H2(Γ,R)).
Supposons la classe [cφ] triviale. Dans ce cas, il existe une application borne´e ϕ : Γ→ R
telle que les cobords de φ et ϕ soient e´gaux. Autrement dit, l’application ψ := φ − ϕ est
un homorphisme de Γ dans R. Le quasi-morphisme homoge`ne
ψ − φ = ϕ
est borne´. Il est donc identiquement nul. Finalement, φ = ψ est un homorphisme. L’ap-
plication κ est injective. Pour prouver que κ est surjective, conside´rons une classe de
cohomologie borne´e [c], triviale en cohomologie usuelle. Il existe donc une application
ϕ : Γ → R telle que c soit le cobord de ϕ : c(x, y) = ϕ(xy) − ϕ(x) − ϕ(y). Puisque c est
borne´e, ϕ est un quasi-morphisme que l’on peut e´crire ϕ = ϕh + ϕb ou` ϕb est borne´e et
ϕh est homoge`ne. Les cocycles c et cϕh sont cohomologues (via la fonction borne´e ϕb) et
[c] = κ([ϕh]).
Continuons avec quelques rappels sur la classe d’Euler borne´e d’un groupe d’home´o-
morphismes du cercle, suivant [54, 57]. Nous noterons Home´o+(S
1) le groupe des home´o-
morphismes du cercle S1 = R/Z qui pre´servent l’orientation et H˜ome´o+(S
1) le groupe des
home´omorphismes croissants de R qui commutent aux translations entie`res. Nous avons
une extension centrale :
0 // Z // H˜ome´o+(S
1) // Home´o+(S
1) // 0.
On associe classiquement a` cette extension une classe de cohomologie
eu ∈ H2(Home´o+(S1),Z)
de la manie`re suivante. Conside´rons une section ensembliste
s : Home´o+(S
1)→ H˜ome´o+(S1),
c’est-a`-dire, pour tout home´omorphisme f ∈ Home´o+(S1), choisissons un releve´ s(f) de f
a` R. Si f1 et f2 sont deux home´omorphismes du cercle, les home´omorphismes s(f1)◦s(f2)
et s(f1 ◦ f2) de R rele`vent tous deux l’home´omorphisme f1 ◦ f2. Ils diffe`rent donc par une
translation entie`re. Notant T : R→ R la translation d’amplitude 1, nous pouvons e´crire :
s(f1) ◦ s(f2) = s(f1 ◦ f2) ◦ T c(f1,f2) = T c(f1,f2) ◦ s(f1 ◦ f2),
ou` c(f1, f2) ∈ Z. L’application c ve´rife la relation de cocycle :
c(f1, f2) + c(f1f2, f3) = c(f1, f2f3) + c(f2, f3).
La classe de cohomologie de´finie par c est la classe d’Euler eu de l’extension. Elle ne de´pend
pas du choix de la section s.
Nous pouvons de´sormais faire un choix particulier pour la section s : pour tout home´o-
morphisme f ∈ Home´o+(S1), appelons sb(f) l’home´omorphisme de R qui rele`ve f et tel
que sb(f)(0) ∈ [0, 1[. Notons cb le cocycle associe´ a` cette section particulie`re.
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Lemme 1.1.3 ([54, 57]) Le cocycle cb est a` valeurs dans {0, 1}.
Preuve : Fixons deux e´le´ments f1 et f2 de Home´o+(S
1). Puisque sb(f1) est croissant et
commute aux translations entie`res, et que sb(f2)(0) ∈ [0, 1[, nous avons :
0 ≤ sb(f1) ◦ sb(f2)(0) < 2.
Par ailleurs sb(f1 ◦ f2)(0) ∈ [0, 1[ et
sb(f1) ◦ sb(f2)(0) = sb(f1 ◦ f2)(0) + c(f1, f2).
On en de´duit sans peine que c(f1, f2) ∈ {0, 1}. 2
Le cocycle cb associe´ a` cette section particulie`re de´termine donc une classe de cohomologie
borne´e eub ∈ H2b (Home´o+(S1),Z) dont l’image par l’application naturelle
ζ : H2b (Home´o+(S
1),Z)→ H2(Home´o+(S1),Z)
est la classe d’Euler eu. On peut montrer aise´ment que l’application ζ est injective. La
classe eub est donc bien de´finie, elle ne de´pend pas du choix de la section s telle que c soit
borne´. C’est la classe d’Euler borne´e, introduite par Ghys dans [54].
Ainsi, a` toute action d’un groupe discret Γ sur le cercle (par home´omorphismes pre´ser-
vant l’orientation), donne´e par un morphisme ρ : Γ→ Home´o+(S1), nous pouvons associer
une classe eub(ρ) ∈ H2b (Γ,Z). C’est le “pull-back” de la classe eub par ρ. C’est bien suˆr un
invariant de conjugaison topologique. Sa classe de cohomologie usuelle eu(ρ) est la classe
de l’extension
0 // Z // Γ˜ // Γ // 0,
ou` Γ˜ est de´fini comme suit :
Γ˜ = {(γ, f) ∈ Γ× H˜ome´o+(S1), f rele`ve ρ(γ)}.
Nous noterons τ : H˜ome´o+(S
1)→ R l’application nombre de translation : pour tout x de
R, nous avons τ(f) = limn→∞
fn(x)−x
n
, ainsi que l’ine´galite´ :
|τ(f)− (f(x)− x)| ≤ 1.
Comme nous l’avons vu dans l’introduction, l’application τ est un quasi-morphisme ho-
moge`ne (voir [10, 57, 85] a` ce sujet) qui est bien suˆr intiment relie´ a` la classe d’Euler
borne´e, comme le montre la propositon suivante. Nous supposons ci-dessous que ρ est un
homomorphisme d’un groupe discret Γ dans le groupe Home´o+(S
1), Γ˜ est l’extension de
Γ associe´e, comme ci-dessus.
Proposition 1.1.4 ([10]) Le cobord de la fonction nombre de translation τ : Γ˜ → R
descend en un 2-cocycle borne´ a` valeurs re´elles sur Γ qui repre´sente l’image dans H2b (Γ,R)
de la classe eub(ρ).
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Preuve : il suffit de prouver le re´sultat lorsque le groupe Γ est Home´o+(S
1) tout entier.
Puisque le nombre de translation τ ve´rifie τ(f ◦ T k) = τ(f) + k (f ∈ H˜ome´o+(S1), k ∈ Z),
il est clair que la quantite´
τ(f1 ◦ f2)− τ(f1)− τ(f2)
(f1, f2 ∈ H˜ome´o+(S1)), ne de´pend que des home´omorphismes du cercle f1, f2 induits par
f1 et f2. On note m(f1, f2) cette quantite´. Conside´rons la section sb de´finie plus haut, et
re´e´crivons l’e´quation
sb(f1) ◦ sb(f2) = sb(f1 ◦ f2) ◦ T cb(f1,f2).
Appliquons τ a` cette e´galite´, nous obtenons :
τ(sb(f1) ◦ sb(f2)) = τ(sb(f1 ◦ f2)) + cb(f1, f2),
puis, retranchant τ(sb(f1)) + τ(sb(f2)) a` chaque membre :
τ(sb(f1) ◦ sb(f2))− τ(sb(f1))− τ(sb(f2)) = d(τ ◦ sb)(f1, f2) + cb(f1, f2).
Puisque le membre de gauche est e´gal a` m(f1, f2), nous obtenons bien que les cocycles m
et cb sont cohomologues, via la fonction (borne´e) a` valeurs re´elles τ ◦ sb. 2
Nous supposons de´sormais que S est une surface ferme´e oriente´e de genre g supe´rieur
ou e´gal a` 2. Nous noterons M la varie´te´ forme´e par les droites oriente´es tangentes a`
S, S˜ le reveˆtement universel de S, et M˜ la varie´te´ des droites oriente´es tangentes a` S˜.
Le choix d’une me´trique a` courbure constante sur S permet d’identifier M et M˜ aux
fibre´s unitaires tangents a` S et S˜ respectivement, ils he´ritent alors d’une structure de
S1-fibre´s principaux. Nous noterons X le champ de vecteurs sur M tangent aux fibres
de l’application pi : M → S engendre´ par cette action du cercle. On note e´galement S1∞
le cercle a` l’infini de S˜ de´termine´ par cette me´trique, et p∞ : M˜ → S1∞ la projection
naturelle. La varie´te´ M˜ est diffe´omorphe a` S˜×S1∞ et le feuilletage (S˜×{∗})∗∈S1∞ descend
en un feuilletage F sur M . C’est le feuilletage stable du flot ge´ode´sique sur M . Enfin, si
γ : [0, 1] → S1∞ est un chemin continu, nous noterons n(γ) l’entier de´fini comme suit. Si
un parame´trage de S1∞ par R/Z est donne´, notons γ˜ un releve´ de γ a` R. On pose :
n(γ) = [γ˜(1)− γ˜(0)],
ou` [t] de´signe la partie entie`re d’un re´el t. Cet entier ne de´pend pas du choix du pa-
rame´trage. Pour tout home´omorphisme h : S1∞ → S1∞, les chemins γ et h(γ) ve´rifient
n(γ) = n(h(γ)). Si γ et β sont deux chemins dans S1∞ avec γ(1) = β(0) nous avons :
(∗) |n(γ ∗ β)− n(γ)− n(β)| ≤ 2.
Notons enfin que l’extension
0 // Z // Γ˜ // pi1(S) // 0
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du groupe fondamental de S de´termine´e comme ci-dessus par son action sur le cercle S1∞,
est isomorphe a` l’extension centrale donne´e par le groupe fondamental du fibre´ unitaire
tangent a` S :
0 // Z // pi1(M) // pi1(S) // 0.
C’est un re´sultat tre`s classique que nous rappelons brie`vement. Fixons un point base (x˜, v)
dans le fibre´ unitaire tangent a` S˜, au-dessus du point (x, v) ∈ M . Nous allons expliquer
comment construire un morphisme :
u : pi1(M, (x, v)) → Γ˜.
On ve´rifie sans peine que c’est un isomorphisme. Pour cela nous pensons au reveˆtement
universel de S1∞ comme a` l’espace des classes d’homotopie de chemin base´s en p∞(x˜, v)
dans S1∞. Conside´rons donc un lacet α(t) dans M , base´ en (x, v) et notons α˜(t) son releve´
issu de (x˜, v). La projection de α dans S de´termine un e´le´ment γ ∈ pi1(S, x) et donc un
home´omorphisme de S1∞ (encore note´ γ). L’home´omorphisme u([α]) est l’unique releve´ de
γ qui envoie la classe du chemin constant p∞(x˜, v) sur la classe du chemin p∞(α˜(t)). Le
nombre de translation de l’home´omorphisme u([α]) peut eˆtre approximativement calcule´,
en effet, on a :
(∗∗) |τ(u([α])) − n(p∞(α˜(t)))| ≤ 2.
Nous omettrons parfois d’indiquer l’isomorphisme u. Ainsi, si [α] ∈ pi1(M, (x, v)), nous
noterons τ([α]) le nombre de translation de l’home´omorphisme u([α]).
A` chaque ouvert connexe U ⊂ S, distinct de S, nous allons maintenant associer un
e´le´ment canonique eU de l’espace
QMh(pi1(U),R)/Hom(pi1(U),R).
Puisqu’un quasi-morphisme homoge`ne est invariant par conjugaison, nous oublierons par-
fois de choisir un point base pour le groupe pi1(U). La repre´sentation pi1(S)→ PSL2(R) ⊂
Home´o+(S
1) associe´e a` la me´trique a` courbure constante choisie sur S fournit, d’apre`s
ce qui pre´ce`de, une classe eub(S) ∈ H2b (pi1(S),Z). Cette classe ne de´pend pas du choix
de la me´trique hyperbolique sur S. En effet, si deux me´triques hyperboliques sur S sont
donne´es, les deux repre´sentations pi1(S)→ PSL2(R) associe´es sont conjugue´es a` l’inte´rieur
du groupe Home´o+(S
1) (voir, par exemple, [63] a` ce sujet). Notons iU : pi1(U) → pi1(S)
le morphisme naturel. Puisque le groupe H2(pi1(U),R) est trivial, la classe i
∗
Ueub(S) (que
nous conside´rons ici comme une classe re´elle) est dans le noyau
Ker(H2b (pi1(U),R)→ H2(pi1(U),R)).
C’est la classe eU . Nous allons maintenant donner une description “concre`te” de cette
classe, c’est-a`-dire, nous allons construire un quasi-morphisme homoge`ne qui la repre´sente.
Soit ψ : U × S1 → pi−1(U) une trivialisation du fibre´ pi : M → S au-dessus de U . Si z0
est un point sur S1 et si γ est un lacet dans U base´ en x0, nous pouvons conside´rer le
lacet ψ(γ(t), z0) dans pi
−1(U) et en choisir un releve´ ˜ψ(γ(t), z0) a` M˜ . On pose : φz0([γ]) =
n(p∞( ˜ψ(γ(t), z0))). Si [γ1] et [γ2] sont deux e´le´ments du groupe pi1(U), nous pouvons
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choisir deux releve´s a` M˜ , α1(t) et α2(t) des lacets ψ(γ1(t), z0) et ψ(γ2(t), z0), tels que
α2(0) = α1(1). Nous avons alors φz0([γ2 ∗γ1]) = n(p∞(α2 ∗α1)), et la proprie´te´ (∗) donne :
|φz0([γ2 ∗ γ1])− φz0([γ2])− φz0([γ1])| ≤ 2.
Autrement dit, φz0 est un quasi-morphisme. Son homoge´ne´ise´ φ ne de´pend pas du point
z0. A l’addition d’un homomorphisme pre`s, le quasi-morphisme φ ne de´pend pas de la
trivialisation ψ, la classe
[φ] ∈ QMh(pi1(U),R)/Hom(pi1(U),R)
est donc canonique. Expliquons pourquoi elle est e´gale a` la classe eU pre´ce´demment de´crite.
Le morphisme pi1(U)→ pi1(S)→ PSL2(R) de´finit une action de pi1(U) sur le cercle, donc
une extension :
0 // Z // pi1(U)
// pi1(U) // 0.
Ici pi1(U) s’identifie a` un sous-groupe de pi1(U)×pi1(M). L’application [γ] 7→ ([γ], [ψ(γ, z0)])
est une section de cette extension. D’apre`s la proposition 1.1.4, le cobord de l’application
[γ]→ τ([ψ(γ, z0)])
repre´sente la classe de cohomologie borne´e eU . La fonction A([γ]) = τ([ψ(γ, z0)])− φ([γ])
est borne´e : en effet, A([γ]) = τ([ψ(γ, z0)])−φz0([γ]) +φz0([γ])− φ([γ]). Le premier terme
est borne´ d’apre`s l’ine´galite´ (∗∗), le second l’est aussi car φ est l’homoge´ne´ise´ de φz0 .
Les cobords de φ et τ sont donc cohomologues via la fonction borne´e A. Le cobord de φ
repre´sente e´galement la classe eU . C’est exactement dire que [φ] s’identifie a` eU lorsque
l’on plonge QMh(pi1(U),R)/Hom(pi1(U),R) dans H
2
b (pi1(U),R).
Nous donnons enfin une dernie`re manie`re de de´crire le quasi-morphisme φ. On fixe
un point x˜0 ∈ M au-dessus de x0. Si [γ] ∈ pi1(U, x0), on note γ˜ son releve´ issu de x˜0
tangent au feuilletage F . On peut e´crire γ˜(t) = ψ(γ(t), z(t)). Notons f([γ]) la variation de
l’argument de z(t) compte´e en tours. Alors f est un quasi-morphisme dont l’homoge´ne´ise´
est e´gal a` −φ. On peut en quelque sorte penser a` un feuilletage transverse aux fibres du
fibre´M → S comme a` une “quasi-trivialisation” du fibre´. Alors que la comparaison de deux
trivialisations du fibre´ au-dessus de l’ouvert U fournit un homomorphisme pi1(U)→ Z, la
comparaison du feuilletage avec une trivialisation fournit un quasi-morphisme homoge`ne
sur le groupe pi1(U).
Si le groupe pi1(U) est abe´lien, il n’admet pas de quasi-morphisme homoge`ne non-trivial
(c’est-a`-dire autre que les homomorphismes). En revanche si le groupe pi1(U) est libre non-
abe´lien, la classe [φ] va apparaˆıtre comme une obstruction a` ce que le quasi-morphisme
CalS : GS → R que nous allons de´finir se restreigne en le morphisme de Calabi sur le
groupe GU .
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1.2 Cas des surfaces hyperboliques
1.2.1 Construction du quasi-morphisme
Nous supposons de´sormais que la surface S est munie d’une forme d’aire ω, d’aire totale
e´gale a` 2g − 2, et conside´rons le groupe GS de ses diffe´omorphismes hamiltoniens. Nous
sommes fin preˆts pour de´montrer le :
The´ore`me 1 Il existe un quasi-morphisme homoge`ne
CalS : GS → R,
dont la restriction aux sous-groupes GU est e´gale au morphisme de Calabi, de`s que U est
diffe´omorphe a` un disque ou a` un anneau, et qui est invariant par conjugaison par tout
diffe´omorphisme symplectique.
D’apre`s un the´ore`me de Moser [90], sur une surface ferme´e deux formes d’aire ayant la
meˆme aire totale sont images l’une de l’autre par un diffe´omorphisme isotope a` l’identite´.
Nous pouvons donc supposer que la forme d’aire ω est la forme associe´e a` une me´trique
a` courbure constante (e´gale a` −2pi) sur S. Le choix de cette me´trique de´finit une action
du cercle sur le fibre´ M , engendre´e par un champ de vecteurs X. Si φtX de´signe le flot de
X et si v ∈M , la direction φtX(v) est obtenue a` partir de v par une rotation d’angle 2pit.
Nous noterons α une 1-forme sur M telle que α(X) = 1 et pi∗ω = dα. La forme α est une
forme de contact de champ de Reeb e´gal a` X (nous noterons encore X le releve´ a` M˜ de
ce champ). Nous sommes dans la situation du paragraphe 1.1.2.
Soit (ft) une isotopie hamiltonienne sur S. Notons Θ(ft) :M →M l’isotopie qui rele`ve
(ft), construite au paragraphe 1.1.2, et (Ft) l’isotopie de M˜ qui rele`ve Θ(ft). Si v et w sont
deux points de M˜ tels que pi(v) = pi(w) (ou` pi est la projection M˜ → S˜), on peut e´crire
w = φu0X (v) avec u0 ∈ [0, 1[. Notons G(u, t) = p∞(Ftφuu0X (v)) ((t, u) ∈ [0, 1]2). Le lacet lu
sur le “bord” de G a un indice n e´gal a` 0. Puisque Ft commute au flot de X, nous avons
G(u, 0) = p∞(φ
uu0
X (v)),
G(u, 1) = p∞(φ
uu0
X (F1(v))).
Les courbes (φuu0X (v))u∈[0,1] et (φ
uu0
X (F1(v)))u∈[0,1] sont chacune contenues dans une fibre
de la projection M˜ → S˜ et tournent d’au plus un tour. Puisque l’application p∞ restreinte
a` une fibre de M˜ → S˜ est un home´omorphisme sur S1∞, nous avons :
n(G(−, 0)) = 0,
n(G(−, 1)) = 0
(la partie entie`re d’un re´el t ∈ [0, 1[ est nulle). On en de´duit aise´ment |n(p∞(Ft(v))) −
n(p∞(Ft(w)))| ≤ 2. On de´finit alors, pour x˜ ∈ S˜, a˜ngle(x˜, f1) = −infepi(v)=exn(p∞(Ft(v))).
Pour tout v ∈ M˜ avec pi(v) = x˜ on a |a˜ngle(x˜, f1) + n(p∞(Ft(v)))| ≤ 2. Notons que,
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comme la notation le sugge`re, le nombre a˜ngle(x˜, f1) ne de´pend pas du choix de l’isotopie
hamiltonienne qui relie l’identite´ a` f1. En effet, la classe d’homotopie de (ft) est unique
puisque le groupe G est simplement connexe. D’apre`s le lemme 1.1.2 les classes d’homotopie
de (Θ(ft)) et (Ft) sont e´galement uniques.
La fonction a˜ngle(−, f1) est invariante sous l’action du groupe fondamental de S et
de´finit une fonction mesurable borne´e, note´e angle(−, f1), sur S.
Lemme 1.2.1 Pour tous diffe´omorphismes f, g ∈ G nous avons :
|angle(−, fg)− angle(−, g)− angle(g(−), f)| ≤ 8.
Preuve : fixons un point x˜ dans S˜. Nous voulons prouver que
|a˜ngle(x˜, fg)− a˜ngle(x˜, g) − a˜ngle(g(x˜), f)| ≤ 8.
On fixe des isotopies (ft) et (gt) reliant l’identite´ a` f et g respectivement, et on note (Ft)
et (Gt) les isotopies de M˜ qui les rele`vent, construites comme pre´ce´demment. Choisissons
une direction v au-dessus de x˜. Il suffit d’e´tablir l’ine´galite´ :
|n(p∞(Gt(v))) + n(p∞(Ft(G1(v)))) − n(p∞((Ft) ∗ (Gt)(v)))| ≤ 2
(en effet chacun des 3 termes ci-dessus diffe`re d’au plus 2 du terme correspondant dans
l’ine´galite´ que nous souhaitons prouver). Mais ceci re´sulte de l’ine´galite´ (∗) ve´rifie´e par
l’indice n. 2
Avec la terminologie introduite dans l’introduction de ce chapitre, le lemme pre´ce´dent
assure que l’application f 7→ angle(−, f) est un quasi-cocycle. L’application qui, au diffe´o-
morphisme hamiltonien f associe l’inte´grale
∫
S
angle(−, f)ω est donc un quasi-morphisme.







Le lemme pre´ce´dent donne e´galement :
|angle(−, fp+n)− angle(−, fn)− angle(fn(−), fp)| ≤ 8.
D’apre`s le the´ore`me ergodique sous-additif [75, 96], la suite de fonctions 1
p
angle(−, fp)
converge ω-presque partout quand p tend vers l’infini vers une fonction mesurable borne´e




angle(f ip(−), fp)| ≤ 8(k − 1);








M(angle(−, fp))| ≤ 8
p
.
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Ici la fonctionM(angle(−, fp)) est la limite des moyennes de Birkhoff relatives a` la transfor-
mation fp pour la fonction mesurable angle(−, fp). Puisque les fonctions M(angle(−, fp))








angle(−, fp)| ≤ 8
p
.




Discutons maintenant des diffe´rents choix effectue´s pour notre construction. L’indice
n d’une courbe ne de´pend pas du choix de la me´trique. Si deux me´triques (a` courbure




∞,2 les deux cercles a` l’infini abstraits
associe´s, et p∞,i : M˜ → S1∞,i les projections associe´es. Il existe alors un home´omorphisme
h : S1∞,1 → S1∞,2, e´quivariant pour l’action de pi1(S), tel que p∞,2 = h◦p∞,1 (voir [63], par
exemple). Ceci assure que l’indice n est inde´pendant de la me´trique. Par ailleurs :
– Si l’on change de me´trique, l’action du cercle surM (i.e. le champ X) change, mais la
classe d’Euler du fibre´ n’e´tant pas modifie´e, on peut trouver un diffe´omorphisme de
M , induisant l’identite´ sur S, qui entrelace les deux actions. On en de´duit aise´ment
l’invariance du quasi-morphisme.
– Lorsque la me´trique est fixe´e, le choix de la forme α est sans importance. Une autre
primitive de pi∗ω valant 1 sur X serait de la forme α + pi∗β, ou` β est une 1-forme
ferme´e sur la surface. En utilisant la nullite´ du flux d’une isotopie hamiltonienne, on
voit que le quasi-morphisme final est inchange´.
– Une fois acquise l’inde´pendance de CalS vis-a`-vis de la me´trique, l’invariance par
conjugaison dans le groupe Symp(S, ω) des diffe´omorphismes de S qui pre´servent
l’aire est claire. Il suffit de conside´rer une me´trique (a` courbure constante, de forme
d’aire ω) et de la transporter par le diffe´omorphisme symplectique conside´re´.
Supposons que U ⊂ S soit un ouvert connexe distinct de S, et (ft) une isotopie ha-
miltonienne dans U . Nous entendons par la` une isotopie engendre´e par un hamiltonien
H : [0, 1] × U → R a` support compact. On note f = f1. Nous allons calculer CalS(f).
Choisissons une trivialisation ψ : U × S1 → pi−1(U) du fibre´ M → S au-dessus de U ,
telle que X = ∂
∂s
(ou` s ∈ R/Z = S1 de´signe la coordonne´e angulaire sur le cercle). La
1-forme α − ds sur pi−1(U) est alors nulle dans la direction du champ X, et invariante
par son flot. Elle est donc de la forme pi∗λ, ou` λ est une primitive de ω sur U . Notons
e´galement φ le quasi-morphisme homoge`ne sur pi1(U) associe´ a` cette trivialisation, qui
repre´sente la classe eU . Enfin, on note Zt le champ de vecteurs qui engendre l’isotopie (ft),
Ht un hamiltonien pour Zt avec supp(Ht) ⊂ U et H˜t la fonction de moyenne nulle sur
S qui diffe`re de Ht par une constante. Remarquons que l’isotopie Θ(ft) a une expression
tre`s simple “lue” dans la trivialisation ψ : dans les coordonne´es (x, s) ∈ U × S1 le champ
horizontal Ẑt est
Zt − λ(Zt) ∂
∂s
,
et le champ θ(Zt) s’e´crit :
Zt + (H˜t − λ(Zt)) ∂
∂s
.









Fig. 1.1 – Le lacet γx,f
On obtient donc aise´ment :
Θ(ft)(ψ(x, s)) = ψ(ft(x), exp(2ipi
∫ t
0
(H˜t′ − λ(Zt′))(ft′(x))dt′) · z).
Fixons un point x0 dans U et un compact K de U tel que supp(ft) ⊂ K. Pour tout point
x de K, on peut choisir un chemin de classe C1 par morceaux αx0x : [0, 1] → U de de´rive´e
borne´e inde´pendamment de x (la norme de la de´rive´e e´tant mesure´e par rapport a` une
me´trique riemannienne fixe´e sur S). On note γx,fp le lacet αx0x ∗ hp,t(x) ∗ αx0fp(x). Ici,
αx0fp(x) de´signe le chemin t 7→ αx0fp(x)(1− t) et (hp,t) de´signe l’isotopie
(ft) ∗ (ft ◦ f) ∗ · · · ∗ (ft ◦ fp−1);
Zp,t est le champ de vecteurs associe´ a` (hp,t) et H˜p,t un hamiltonien pour Zp,t, de moyenne
nulle sur S. Enfin nous noterons 〈φ, f〉(x) la limite de la suite (1
p
φ([γx,fp ]))p≥0.
Proposition 1.2.2 Pour presque tout x de U nous avons :




Dans cette proposition, et dans la suite,M(ϕ) de´signera la limite des moyennes de Birkhoff
d’une fonction (inte´grable) ϕ, relativement a` la transformation f cette fois-ci.
Preuve : si x est dans U et z dans S1 nous avons :
Θ(hp,t)(ψ(x, z)) = ψ(hp,t(x), exp(2ipi
∫ t
0
(H˜p,t′ − λ(Zp,t′))(hp,t′(x))dt′) · z).
Notons v(t), v1(t), v2(t) les courbes
Θ(hp,t)(ψ(x, z)),
ψ(hp,t(x), z),





respectivement. On choisit deux releve´s v˜1 et v˜2 a` M˜ tels que v˜1(1) = v˜2(0), et l’on
note v˜ = v˜1 ∗ v˜2. Dans la suite d’e´galite´s ci-dessous, le symbole ' voudra dire que les
deux membres de l’e´galite´ diffe`rent d’une quantite´ borne´e, la valeur exacte de la borne
important peu (mais pouvant cependant aise´ment eˆtre de´termine´e).





−n(p∞(v˜1(t))) ' −φ([γx,fp ]).




(λ(Zp,t′)− H˜p,t′)(hp,t′(x))dt′ + φ([γx,fp ])| ≤ C.
Le re´sultat suit. 2
Une fois la proposition pre´ce´dente acquise, nous pouvons terminer la preuve du the´ore`me
1. Hors de U la fonction ângle(x, f) est e´gale a` − ∫ 10 H˜t(x)dt. En notant A(y) = ∫ 10 (λ(Zt)−







〈φ, f〉(x)ω − ∫
S\U
∫ 1












〈φ, f〉ω + CalU (f).
Nous noterons 〈[φ], f〉 = ∫
U
〈φ, f〉ω. La fonction 〈φ, f〉 de´pend du choix de la trivialisation
ψ, mais son inte´grale ne de´pend (comme l’indique notre notation) que de la classe [φ].
En effet si l’on change de trivialisation, le quasi-morphisme φ est modifie´ par l’addition
d’un homomorphisme pi1(U)→ R qui se repre´sente par une 1-forme ferme´e β sur U . Nous
devons alors ajouter a` la fonction 〈φ, f〉 le terme :








0 β(Zt)dt ω. Mais cette dernie`re inte´grale
est nulle pour une isotopie hamiltonienne dans U . Cela traduit simplement le fait que
le cycle asymptotique de Schwartzmann pour la mesure ω est nul (ou encore que le flux
de l’isotopie est nul). La classe [φ] repre´sente donc une obstruction a` ce que le quasi-
morphisme CalS co¨ıncide avec l’invariant CalU sur le groupe GU .
Si U est simplement connexe, la fonction 〈φ, f〉 est identiquement nulle. Si U est un
anneau, le groupe
QMh(pi1(U),R)/Hom(pi1(U),R)
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est trivial : tout quasi-morphisme homoge`ne sur le groupe infini cyclique pi1(U) est un
homomorphisme. Le quasi-morphisme φ est donc un homomorphisme qui se repre´sente








et cette dernie`re inte´grale s’annule, comme pre´ce´demment. On a donc bien CalS(f) =
CalU (f) dans ces deux cas. Si le groupe pi1(U) est libre non-abe´lien, l’espace
QMh(pi1(U),R)/Hom(pi1(U),R)
n’est pas trivial [8, 21], et le terme 〈[φ], f〉 peut ne pas s’annuler. Nous avons acheve´ la
preuve du the´ore`me 1.
Nous rappelons maintenant des constructions de Gambaudo et Ghys, de´ja` e´voque´es
dans l’introduction, qui permettent de prouver le fait suivant :
L’espace E des quasi-morphismes homoge`nes sur le groupe GS , nuls en restriction aux
sous-groupes GU , ou` U est un disque ou un anneau, est de dimension infinie.
Maintenant, pour tout quasi-morphisme Φ dans E , le quasi-morphisme CalS+Φ co¨ıncide
avec l’invariant de Calabi sur le groupe GU lorsque U est un disque ou un anneau. Nous
obtenons donc un espace affine de dimension infinie de “quasi-morphismes de Calabi”.
Cependant, l’invariant CalS est en quelque sorte plus “naturel” que les quasi-morphismes
de E que nous allons construire. Il est invariant par conjugaison par tout diffe´omorphisme
symplectique et ne de´pend d’aucun choix. Au contraire, les invariants que nous allons
construire maintenant de´pendent du choix d’une me´trique hyperbolique sur S.
Nous supposons donc fixe´e une me´trique hyperbolique. A` chaque 1-forme diffe´rentielle
η sur S, nous allons associer un quasi-morphisme homoge`ne Φη de´fini sur le groupe
Home´o0(S, ω)
des home´omorphismes de S, isotopes a` l’identite´ et qui pre´servent l’aire, qui contient bien
suˆr le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens de S. Nous noterons η˜ le releve´ a` S˜ de
la 1-forme η. Un home´omorphisme f de S isotope a` l’identite´ admet un releve´ canonique
a` S˜. C’est l’unique home´omorphisme f˜ : S˜ → S˜ qui rele`ve f et commute avec l’action du
groupe fondamental de S sur S˜. Si x est dans S˜, nous noterons δ(x, f˜) l’unique ge´ode´sique





est invariante sous l’action du groupe fondamental de S et de´finit une fonction continue
v(η, f) sur la surface S. En utilisant le fait que la 2-forme dη˜ ve´rifie une ine´galite´ de la
forme ||dη˜|| ≤ C||ω˜|| et le fait que les triangles ge´ode´siques de S˜ sont d’aire borne´e par pi,
nous obtenons aise´ment :
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|v(η, fg) − v(η, g) − v(η, f) ◦ g| ≤ piC.
Ainsi f 7→ ∫
S
v(η, f)ω de´finit un quasi-morphisme sur le groupe Home´o0(S, ω), son ho-
moge´ne´ise´ sera note´ Φη (contrairement a` CalS , il de´pend de la me´trique). Dans [52], il est
montre´ que la famille (Φη)η , restreinte au groupe GS , engendre un espace de dimension
infinie dans l’espace QMh(GS ,R). Les auteurs utilisent pour cela des “twists” supporte´s
au voisinage d’une ge´ode´sique ferme´e simple. Notons que, pour que ceux-ci soient hamil-
toniens, cette ge´ode´sique doit eˆtre homologue a` 0.
Supposons que (ft) soit une isotopie symplectique supporte´e dans le compact K contenu
dans l’ouvert simplement connexe U de S. Notons K˜ ⊂ U˜ des releve´s a` S˜. Le compact
K˜ est stable par f˜ et de diame`tre fini. On a donc |v(η, fp)| ≤ |η| · diam(K˜) pour tout p.
Ceci assure que Φη(f1) = 0. Soit maintenant (ft) une isotopie hamiltonienne (engendre´e
par le champ Zt) supporte´e dans l’anneau A =]0, 1[×R/Z ↪→ S. On suppose bien suˆr ce
plongement injectif au niveau du groupe fondamental, sans quoi on serait ramene´ au cas
pre´ce´dent. On ve´rifie alors que la fonction




est e´gale a` l · M(∫ 10 β(Zt) ◦ ftdt), ou` la classe de la 1-forme ferme´e β sur A engendre
H1(A,Z) et l est l’inte´grale de la 1-forme η sur la ge´ode´sique ferme´e librement homotope
dans S au ge´ne´rateur de pi1(A). On en de´duit Φη(f1) = 0. Nous avons bien e´tabli que les
quasi-morphismes Φη sont nuls en restriction aux sous-groupes de la forme GU , lorsque U
est diffe´omorphe a` un disque ou un anneau.
Comme annonce´ dans l’introduction, nous allons maintenant expliquer pourquoi, sur
la sphe`re, la condition “l’ouvert U peut eˆtre disjoint de lui-meˆme par un diffe´omorphisme
hamiltonien” est ne´cessaire pour qu’il existe un quasi-morphisme φ : GS2 → R qui co¨ıncide
avec le morphisme CalU sur le groupe GU . Pour cela, nous allons montrer la :
Proposition 1.2.3 On suppose la sphe`re S2 munie d’une forme symplectique d’aire totale
1. Soit ε > 0. Il n’existe pas de quasi-morphisme homoge`ne φ : GS2 → R ayant la proprie´te´
suivante.
Pour tout ouvert U ⊂ S2, diffe´omorphe a` un disque et ve´rifiant aire(U) < 12 + ε :
φ|GU = CalU .
Preuve : on identifie la sphe`re S2 a` la sphe`re unite´ de R3 munie de sa forme d’aire
standard (normalise´e). Fixons ε > 0 et supposons qu’il existe un quasi-morphisme φ :
GS2 → R ayant la proprie´te´ ci-dessus. Conside´rons les deux disques suivant :
U1 = {(x, y, z) ∈ S2, z > −α},
U2 = {(x, y, z) ∈ S2, z < α}.
Si α est suffisamment petit, ces deux disques sont d’aire infe´rieure a` 12 + ε. Conside´rons
une fonction ϕ : R → R, lisse, ve´rifiant : ϕ = 1 au voisinage du ferme´ {z ≥ α}, ϕ = 0
20 CHAPITRE 1. QUASI-MORPHISMES DE CALABI
au voisinage du ferme´ {z ≤ −α}, et ϕ′ ≥ 0. Soit f : S2 → S2 le diffe´omorphisme qui
est le temps 1 du flot associe´ au hamiltonien H(x, y, z) = ϕ(z). Calculons la valeur du
quasi-morphisme φ sur f . Puisque f ∈ GU1∩GU2 , on devrait avoir a` la fois φ(f) = CalU1(f)
et φ(f) = CalU2(f). Mais pour calculer l’invariant CalUi(f) nous devons inte´grer sur S
2 un







(H − 1)ω = 1.
C’est absurde. Bien suˆr, le fait que les invariants CalU1(f) et CalU2(f) soient distincts n’est
possible que parce que le flux de f dans l’anneau U1 ∩ U2 est non-nul. 2
Pour conclure ce paragraphe, nous esquissons la preuve d’une ge´ne´ralisation de la
construction du quasi-morphisme CalS en dimension supe´rieure.
Supposons que (V, ω) soit une varie´te´ symplectique entie`re. Comme explique´ au pa-
ragraphe 1.1.2, on peut alors construire un fibre´ en cercles S1 → M → V au-dessus de
V , muni d’une forme de contact α dont la diffe´rentielle est e´gale au “pull-back” de ω sur
M . En fait, l’existence d’un quasi-morphisme homoge`ne q : pi1(M) → R qui prenne la
valeur 1 sur l’e´le´ment de pi1(M) repre´sente´ par la fibre du fibre´ M → V suffit a` construire
un quasi-morphisme du type CalS sur le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens de V
(dans le cas ou` V e´tait une surface hyperbolique, le quasi-morphisme q e´tait le nombre de
translation associe´ a` l’action de pi1(M) sur la droite re´elle).
Expliquons pourquoi. Pour tout point x deM , choisissons un chemin (αx(t))0≤t≤1 d’un
point base x0 fixe´ a` x, et supposons la longueur de αx uniforme´ment borne´e lorsque x
parcourt M . Si (ft) est une isotopie hamiltonienne sur V , et Θ(ft) l’isotopie de M qui la
rele`ve, on peut conside´rer, pour x ∈M , le lacet
γx,f = αx ∗ (Θ(ft(x)) ∗ αΘ(f)(x).
L’application f 7→ ∫
M
q([γx,f ])α ∧ (dα)n est alors un quasi-morphisme. Notons C son
homoge´ne´ise´. On peut alors ve´rifier que, pour tout ouvert U diffe´omorphe a` une boule,
C (f) = CalU (f) (f ∈ GU ). La preuve est identique a` celle du the´ore`me que nous venons
d’e´tablir.
Il existe effectivement des varie´te´s symplectiques entie`res, de dimension supe´rieure a` 2,
pour lesquelles on peut construire un tel quasi-morphisme q. Supposons que le reveˆtement
universel de V soit contractile, ce qui permet d’identifier la cohomologie de V a` celle de
son groupe fondamental. D’apre`s Barge et Ghys [10], l’existence d’un quasi-morphisme q
comme ci-dessus est e´quivalente au fait que la classe [ω], conside´re´e comme une classe re´elle,
soit borne´e, c’est-a`-dire, dans l’image de l’application naturelle H2b (V,R)→ H2(V,R). Les
varie´te´s symplectiques obtenues comme quotient d’un espace syme´trique hermitien de type
non-compact (comme Sp(2n,R)/U(n) par exemple) ve´rifient cette proprie´te´ (voir [32]).
1.2.2 Graphe de Reeb
Nous rappelons ici la construction du graphe de Reeb associe´ a` une fonction de Morse
sur une surface (voir [106]). Conside´rons donc une fonction de Morse F : S → R, nous
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allons lui associer un graphe G. Les points de G vont repre´senter les composantes connexes
des niveaux de F . Nous ferons l’hypothe`se que les valeurs critiques de F sont toutes
distinctes. Notons x1, . . . , xl, ses points critiques, λj = F (xj) ses valeurs critiques, avec
λ1 < · · · < λl. Parmi les composantes connexes des niveaux de F , on trouve :
1. les points critiques de F d’indice 0 ou 2,
2. des courbes simples plonge´es,
3. des courbes immerge´es ayant un unique point double (correspondant a` un point
critique d’indice 1 de F ).
A chaque composante de type 1 ou 3 on associe un sommet de G. Notons K la re´union des
composantes de type 1 ou 3. L’ouvert S\K est une re´union finie de cylindres diffe´omorphes
a` S1 ×R. A` chaque cylindre C on associe une areˆte dont les extre´mite´s sont les sommets
associe´s aux composantes de niveaux de F qui contiennent ∂C. Nous avons une application
naturelle pG : S → G. Si x est un point de G qui n’est pas un sommet, nous noterons [x]
la classe d’homotopie libre du cercle p−1
G
(x) dans S, oriente´ par le champ de vecteur XF ,
et si e est une areˆte de G, nous noterons [e] la valeur commune des classes [x] lorsque x
parcourt e.
Puisque l’application pG est a` fibres connexes, elle induit une surjection entre les groupes
fondamentaux. Ainsi le graphe associe´ a` une fonction de Morse sur la sphe`re S2 est sim-
plement connexe : c’est un arbre.
Supposons maintenant que la surface soit de genre g supe´rieur ou e´gal a` 2. Nous
de´finissons alors un sous-ensemble V de l’ensemble des sommets de G, de cardinal 2g-
2, forme´ uniquement de sommets associe´s a` des points critiques d’indice 1.
Nous pouvons e´laguer le graphe G pour obtenir un graphe G′, de la manie`re suivante. Le
graphe G posse`de des sommets de degre´ 1 ou 3. Si v est un sommet de degre´ 1 de G, nous
retirons v ainsi que l’areˆte a` laquelle il e´tait relie´, pour obtenir un nouveau graphe. Ce
faisant, nous cre´ons un sommet de degre´ 2 (ou de degre´ 1, a` partir de la seconde ite´ration
de ce proce´de´). Re´pe´tons ce proce´de´ jusqu’a` obtenir un graphe G′ qui ne posse`de plus que
des sommets de degre´ 2 ou 3. Les sommets de degre´ 3 de G′ sont en nombre 2g − 2. En
effet, comme me l’a appris Bruno Se´vennec, la quantite´∑
v
2− degre´(v),
ou` la somme porte sur tous les sommets de G, est e´gale a` la caracte´ristique d’Euler de la
surface. Si v est un sommet correspondant a` la composante de niveau de F contenant le
point critique xi, on a
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La quantite´
∑





ou` la somme porte cette fois sur les sommets de G′. Chacun des termes 2− degre´(v) vaut
0 ou −1 et le nombre de termes non-nuls est e´gal au nombre de sommets de degre´ 3 de G′.
Les e´le´ments de V sont les sommets de degre´ 3 de G′.
Si v est un sommet de G associe´ a` un point critique xj d’indice 1 de F , pour ε assez
petit, la composante connexe de xj dans
F−1([λj − ε, λj + ε])
est un pantalon que nous noterons Pv (nous omettrons de mentionner le parame`tre ε, qui
ne jouera aucun roˆle par la suite). L’ensemble F−1([λj − ε, λj + ε]) peut bien suˆr avoir
e´galement des composantes connexes qui sont des cylindres.
Proposition 1.2.4 Le sommet v associe´ a` un point critique d’indice 1 est dans V si et
seuleement si les trois composantes de bord de Pv sont essentielles dans S.
Preuve : remarquons d’abord que pour toute areˆte e de G qui n’est pas dans G′, la classe
[e] est triviale.
Nous commenc¸ons par montrer que l’ensemble des sommets v pour lesquels les trois
composantes de bord de Pv sont essentielles est contenu dans V . Ceci e´quivaut a` dire que
pour tous les sommets v correspondant aux points critiques d’indice 1 qui, soit ont e´te´
“e´lague´s”, soit apparaissent avec un degre´ 2 dans G′, il existe une areˆte e adjacente a` v
pour laquelle la classe [e] est triviale. Mais ceci est clair, puisque si v est un tel sommet,
au moins une areˆte e qui lui est adjacente a e´te´ e´lague´e et ve´rifie donc [e] = 0.
Re´ciproquement, soit v un sommet (correspondant a` un point critique d’indice 1) et e
une areˆte adjacente a` v qui est contractile. Nous allons prouver que v /∈ V . Soit
u : D2 → S
un plongement du disque tel que u(∂D2) = p−1
G
(x) pour un point x de e. A` la fonction de
Morse
F |u(D2)
on peut associer un graphe de Reeb, comme dans le cas d’une surface ferme´e (la seule
diffe´rence e´tant que l’areˆte associe´e aux composantes de niveau proches de ∂D2 n’est
connecte´e qu’a` un seul sommet). Ce graphe est un arbre et sera donc e´lague´ lors du
passage de G a` G′. L’areˆte e sera donc e´lague´e ce qui assure que v /∈ V . 2
Nous de´crirons la structure du graphe G lorsque la surface est un tore au paragraphe 1.3.3.
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1.2.3 Calcul sur des hamiltoniens autonomes
Nous supposons de nouveau que S est une surface de genre supe´rieur ou e´gal a` 2 ici.
Conside´rons l’espace
F = {H : S → R, C∞, ω(XH ,XF ) = 0},
des fonctions sur la surface S qui commutent avec F au sens de Poisson. Si la fonction
H : S → R est dans F, elle descend en une fonction sur le graphe G, nous pouvons donc
e´crire : H = HG ◦ pG, ou` HG est de´finie sur G. L’ensemble
Γ = {ϕ1H ,H ∈ F}
est un sous-groupe abe´lien de GS (ou` ϕ
t
H de´signe le flot de XH). Le lemme suivant est tre`s
classique.
Lemme 1.2.5 Tout quasi-morphisme homoge`ne sur un groupe abe´lien est un homomor-
phisme.
Preuve : conside´rons un quasi-morphisme homoge`ne φ : Λ → R ou` Λ est un groupe
quelconque. Nous allons montrer que si x et y sont deux e´le´ments de Λ qui commutent,
alors φ(x · y) = φ(x) + φ(y). Pour cela nous e´crivons (δ(φ) de´signant toujours le de´faut de
φ)) :








(φ(xp) + φ(yp) +O(δ(φ))
= φ(x) + φ(y) +O( δ(φ)
p
).
Nous obtenons le re´sultat en faisant tendre p vers l’infini. 2
D’apre`s ce lemme, la restriction du quasi-morphisme homoge`ne CalS a` Γ est un homo-
morphisme, que nous calculons dans le the´ore`me suivant. Nous supposons toujours que
l’aire totale de la forme ω est e´gale a` 2g − 2.










Nous noterons U l’ouvert S \ {xl} et nous fixons, encore une fois, une trivialisation du
fibre´ pi : M → S au-dessus de U . Celle-ci fournit une primitive λ de ω sur U et un quasi-
morphisme homoge`ne φ sur le groupe pi1(U), comme pre´ce´demment. Pour un domaine
D ⊂ U a` bord lisse, nous noterons 〈[φ], ∂D〉 la somme des valeurs de φ sur les classes
de conjugaison de´termine´es par chacune des composantes de bord de D. Concre`tement, si
γ1, . . . , γk : S
1 → S sont k plongements du cercle dans S qui parame`trent les k composantes
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Ce nombre ne de´pend que de la classe [φ] car γ1 + · · ·+ γk borde dans U .
Proposition 1.2.6 Si D ⊂ U est a` bord ge´ode´sique, pour une me´trique a` courbure
constante (normalise´e pour eˆtre de volume 2g − 2) quelconque de´finie sur S, on a
〈[φ], ∂D〉 = −χ(D).
Pour de´montrer la proposition, nous aurons besoin du :
Lemme 1.2.7 On suppose fixe´e une me´trique a` courbure constante −2pi sur S, de forme
d’aire associe´e ω. Identifions le fibre´ M au fibre´ unitaire tangent de S. Alors la forme α
telle que α(X) = 1 et dα = pi∗ω peut eˆtre choisie nulle dans la direction du flot ge´ode´sique.
Preuve du lemme : identifionsM au quotient PSL2(R)/Γ ou` Γ est isomorphe au groupe
















forment une base de l’alge`bre de Lie de PSL2(R) et ve´rifient les relations :
[A,B] = −2B, [A,C] = 2C, [B,C] = −A.
Chacune de ces matrices induit un champ de vecteurs sur PSL2(R)/Γ que nous de´signerons





Le champ de vecteurs pi(B − C) s’identifie au champ X pre´ce´demment de´crit (la matrice
epi(B−C) est e´gale a` −Id, qui est e´gale a` Id dans PSL2(R) ; le flot de pi(B − C) sur M
est donc bien, comme celui de X, pe´riodique de pe´riode 1). Cherchons maintenant une
1-forme α sur PSL2(R), invariante a` droite, telle que
α(pi(B − C)) = 1 et dα(pi(B − C), ·) = 0.
Rappelons que si α est une 1-forme invariante et U et V sont deux champs de vecteurs
invariants, nous avons :
dα(U, V ) = α([U, V ]).
La seconde condition ci-dessus est donc e´quivalente a` la suivante :
α ◦ ad(B − C) = 0,
ou` ad de´signe la repre´sentation adjointe de l’alge`bre de Lie de PSL2(R). Ces deux condi-
tions permettent de de´terminer uniquement α. Nous obtenons : α(A) = 0, α(B) = 12pi
et α(C) = −12pi . Il n’est pas difficile de ve´rifier que dα co¨ıncide avec le releve´ a` PSL2(R)
de la forme d’aire hyperbolique sur le demi-plan de Poincare´ (apre`s une normalisation
1.2. CAS DES SURFACES HYPERBOLIQUES 25
convenable pour que la courbure soit −2pi). Puisque le champ de vecteurs A engendre la
direction du flot ge´ode´sique, nous obtenons le re´sultat souhaite´. 2
Preuve de la proposition : on peut supposer ici que ω est la forme d’aire associe´e a` la
me´trique a` courbure constante donne´e sur S (car la classe [φ] est inde´pendante de la forme
d’aire). On fixe une 1-forme α comme dans le lemme pre´ce´dent. Au-dessus de U , dans une
trivialisation dans laquelle X = ∂
∂s
, on a α = ds + pi∗λ (ou` λ est une primitive de ω sur
U). Soit γ une orbite pe´riodique du flot ge´ode´sique telle que pi(γ) est une composante du
bord de D. Puisque γ est ferme´e nous avons φ([pi(γ)]) = − ∫
γ
ds (ceci est une conse´quence
de la dernie`re description que nous avons donne´e du quasi-morphisme φ). Puisque α est
nulle sur la direction tangente a` γ, on obtient φ([pi(γ)]) =
∫
pi(γ) λ. En sommant sur les
diffe´rentes composantes du bord de D, on obtient : 〈[φ], ∂D〉 = ∫
D
ω, d’apre`s le the´ore`me
de Stokes. Puisque la courbure de la me´trique est −2pi, nous avonc bien, par le the´ore`me
de Gauss-Bonnet : 〈[φ], ∂D〉 = −χ(D). 2
Proposition 1.2.8 Soit D un petit disque centre´ autour du point xl dans S. Alors :
φ([∂D]) = 2− 2g.
Preuve : le lacet γ qui parame`tre le bord de D (oriente´ en tant que tel) admet un releve´ γˆ
tangent au feuilletage F qui est ferme´. Notant α = ds+pi∗λ (dans la trivialisation fixe´e du







α. Lorsque le disque D
est choisi de plus en plus petit, le terme
∫
γ
λ tend vers 2− 2g (par le the´ore`me de Stokes),
et le second terme tend vers 0. 2
Si x est dans U et pG(x) n’est pas un sommet de G, nous noterons cette fois [x]U la classe
d’homotopie libre dans U du cercle p−1
G
(pG(x)), oriente´ par XF . Comme pre´ce´demment,
pour chaque areˆte e de G, [e]U de´signera la valeur commune des classes [x]U pour x ∈
p−1
G
(e). Nous noterons e´galement e+ et e− les sommets aux extre´mite´s de e (avec la conven-
tion FG(e
−) < FG(e
+)). Enfin nous fixons un parame´trage de p−1
G
(e) par (θ, s) ∈ S1×]s−e , s+e [
de sorte que ω = ds∧ dθ et XF (θ, s) = ϑF (s) ∂∂θ (avec ϑF > 0). Supposons que H : S → R
soit un hamiltonien commutant avec F . Alors, sur l’ouvert p−1
G
(e), H ne de´pend que de la
coordonne´e s et XH(θ, s) = ϑH(s)
∂
∂θ
ou` ϑH(s) est la de´rive´e de H par rapport a` s. Nous
avons donc la relation suivante, qui sera utilise´e a` plusieurs reprises par la suite :
HG(s
+











Si H est dans F, bien que l’isotopie (ϕtH) ne soit pas ne´cessairement a` support dans
U , on peut re´pe´ter le raisonnement qui a servi a` e´tablir la proposition 1.2.2. Notant H˜ la
fonction d’inte´grale nulle sur S qui diffe`re de H par une constante, on a, presque partout
sur U :
ângle(x, ϕ1H) =M(y 7→ λ(XH)(y)− H˜(y))(x) − ϑH(x)φ([x]U ).
Dans le lemme ci-dessous, le membre de gauche de l’e´galite´ ne fait pas intervenir le ha-
miltonien (et en particulier ne de´pend pas du choix d’une normalisation). Par contre, le
choix d’une normalisation apparaˆıt dans le membre de droite.





λ(XH)ω = (2g − 2)H˜(xl)
Preuve : c’est une simple application de la formule de Stokes. La 3-forme λ∧ω e´tant nulle,









Le second terme tend vers 0, et le premier est e´gal a` H˜({F = λl− ε}) · aire({F ≤ λl− ε}),
qui tend vers (2g − 2)H˜(xl). 2




On peut bien suˆr transformer cette somme en une somme portant sur les sommets de G :∑
v
C(v)HG(v).
Il nous faut calculer les constantes C(v). Au pre´alable, notons le fait suivant :
Observation. Si x et y sont deux lacets dans pi−1(U), tangents au feuilletage F deM ,
ayant meˆme point base, alors φ([pi(x∗y)]) = φ([pi(x)])+φ([pi(y)]). Ceci est une conse´quence
facile de la dernie`re description du quasi-morphisme φ.
On peut alors commencer le calcul des constantes C(v) :
– Si v correspond a` un extremum local autre que le maximum global, la constante
C(v) est nulle. En effet, elle est e´gale a` la valeur de φ sur un petit lacet qui entoure
l’extremum. Comme celui-ci est dans U le lacet est trivial dans pi1(U).
– Si v = pG(xl), la constante C(v) est e´gale a` la valeur de φ sur la classe d’homotopie
dans U d’un petit lacet γ qui entoure xl (avec l’orientation du bord de {F ≤ λl− }).
D’apre`s la proposition 1.2.8, nous avons φ([γ]) = 2g − 2.
Il reste alors a` calculer les constantes C(v) pour les sommets v correspondant a` des points
critiques d’indice 1. Il n’est pas difficile de ve´rifier que
C(v) = −〈[φ], ∂Pv〉
dans ce cas, ou` Pv est le pantalon associe´ au sommet v introduit au paragraphe 1.2.2 (qui
de´pend d’un parame`tre ε).
– Si l’une des composantes du bord de Pv est homotope a` 0 dans U , φ est nul e´value´
contre celle-ci. Les deux autres composantes sont alors librement homotopes dans U ,
et les deux valeurs de φ correspondantes sont oppose´es. On peut donc supposer les
trois composantes de ∂Pv essentielles dans U , sans quoi C(v) = 0.
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– Si en outre ces trois composantes sont essentielles dans S, on peut trouver une
me´trique a` courbure constante (de forme d’aire e´gale a` ω) qui rend le bord de Pv
ge´ode´sique (ou seulement deux composantes sur trois de ∂Pv si deux d’entre elles
sont librement homotopes). Une ge´ne´ralisation imme´diate de la proposition 2.2 per-
met alors de montrer que la constante C(v) vaut −1.
– Il reste a` traiter le cas ou` l’une des composantes, disons α1, de ∂Pv est contractile
dans S. Dans ce cas elle borde un disque plonge´ qui contient le point xl (puisque l’on
a suppose´ cette meˆme courbe essentielle dans U). Les deux autres composantes α2 et
α3 de ∂Pv sont alors essentielles dans S. Modifions le pantalon P en un pantalon P
′
de composantes de bord (α′i)1≤i≤3 telles que α
′





meˆme point base. Le lacet α′1 peut eˆtre choisi contenu dans un disque arbitrairement
petit au voisinage de xl. On peut alors trouver une me´trique a` courbure constante
qui rend α′2 ge´ode´sique. Notant β2 l’orbite pe´riodique du flot ge´ode´sique telle que
pi(β2) = α
′
2, on peut trouver un releve´, tangent au feuilletage horocyclique et ferme´,
β1 de α
′
1, issu du meˆme point que l’orbite β2. Dans ce cas l’observation ci-dessus
assure que φ([α′1 ∗ α′2]) = φ([α′1]) + φ([α′2]). Puisque la dernie`re composante de bord
de P ′ de´finit la classe de conjugaison de [α′1 ∗ α′2]−1, on a 〈[φ], ∂P ′〉 = 0.
En re´sume´, nous avons prouve´ que la constante C(pG(xl)) vaut (2g − 2), les autres
constantes sont e´gales a` −1 pour les e´le´ments de V et 0 sinon. Finalement, la somme
initiale −∑v C(v)HG(v) est e´gale a` :∑
v∈V
HG(v)− (2g − 2)H(xl).
En lui ajoutant le terme

















Nous avons acheve´ la preuve du the´ore`me 2.
Les quasi-morphismes construits par Entov et Polterovich dans [36] ont la proprie´te´
supple´mentaire suivante : ils sont continus par rapport a` la distance de Hofer sur le groupe
des diffe´omorphismes hamiltoniens (voir le chapitre 4 pour un rappel de la de´finition de
cette distance). Nous ignorons si le quasi-morphisme CalS construit ici posse`de e´galement
cette proprie´te´.
Nous de´crivons maintenant de manie`re tre`s succincte la construction du quasi-morphisme
de Calabi CEP : GS2 → R de Entov et Polterovich [36].
La notion cle´ pour cette construction est celle d’invariant spectral associe´ a` un diffe´omor-
phisme hamiltonien d’une varie´te´ symplectique V . Elle a e´te´ introduite par Viterbo [115]
pour les diffe´omorphismes hamiltoniens a` support compact de R2n, puis a e´te´ e´tendue
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aux cas des diffe´omorphismes hamiltoniens de certaines varie´te´s symplectiques ferme´es
par Schwarz [109] puis Oh [95]. Nous nous contentons ici d’exposer le cas ou` V est la
sphe`re S2.
Conside´rons donc une isotopie hamiltonienne (ft) sur S
2, engendre´e par un hamiltonien
normalise´ (Ht). Nous supposerons le hamiltonien pe´riodique en temps, autrement dit, nous
supposons que H(t, x) = Ht(x) de´finit une fonction lisse sur S
1 × S2. Si γ : S1 → S2 est
un lacet et u : D → S2 (ou` D est le disque unite´ de R2) une application lisse telle que








Cette quantite´ ne de´pend que de γ et de la classe d’homotopie de l’application u relative-
ment au bord de D. Nous obtenons donc une fonction de´finie sur le reveˆtement universel
Λ˜ de l’espace des lacets Λ de la sphe`re S2. C’est la fonctionnelle d’action associe´e a` (Ht) :
AH : Λ˜→ R.
Un e´le´ment de Λ˜ consiste en la donne´e d’une application (lisse) γ : S1 → S2 et d’une
classe d’homotopie d’application u : D → S2 qui co¨ıncide avec γ sur le bord du disque.
On peut montrer que les points critiques de AH sont les paires (γ, u), ou` γ est un lacet de
la forme :
γ(t) = ft(x)
pour un point fixe x du diffe´omorphisme f1.
Suivant Floer, on de´finit alors un complexe diffe´rentiel (C∗(H), ∂) a` partir des points
critiques de la fonctionnelle AH , dont l’homologie est canoniquement isomorphe a` l’homo-
logie (quantique) de la sphe`re. C’est cette me´thode qui a permis, sur une varie´te´ symplec-
tique ferme´e quelconque, d’e´tablir la conjecture d’Arnold : le nombre de points fixes d’un
diffe´omorphisme hamiltonien est minore´ par la somme des nombres de Betti de la varie´te´
ambiante. Concernant l’homologie de Floer, nous renvoyons, par exemple a` [43, 44, 70, 80].
Dans le cas de la sphe`re S2 l’existence d’au moins deux points fixes distincts pour un
diffe´omorphisme pre´servant l’aire s’e´tablit bien suˆr par des moyens beaucoup plus simples
que l’homologie de Floer... Cependant, meˆme dans ce cas, nous allons voir que l’on peut
extraire des informations inte´ressantes et non-triviales du complexe C∗(H) associe´ a` une
isotopie hamiltonienne.




azz (az ∈ C)
ve´rifiant la condition de finitude suivante : pour tout re´el δ l’ensemble
{z ∈ Crit(AH)|az 6= 0,AH(z) ≥ δ}
est fini. Nous noterons Cα∗ (H) le sous-espace de C∗(H) forme´ des e´le´ments v pour lesquels
AH(z) ≤ α de`s que az 6= 0. Un point crucial est que l’ope´rateur de bord
∂ : C∗(H)→ C∗(H)
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pre´serve le sous-espace Cα∗ (H), pour tout α. Ceci est duˆ au fait que l’ope´rateur ∂ est de´fini
en comptant des trajectoires du flot de gradient ne´gatif de la fonctionnelle d’action AH
dans l’espace Λ˜.
Ainsi, bien que l’homologie du complexe C∗(H) ne nous apprenne rien sur le diffe´omor-
phisme f1, le complexe lui-meˆme contient des informations qui de´pendent du diffe´omor-
phisme a` travers la filtration (Cα∗ (H))α. Fixons un isomorphisme u : H∗(S
2)→ H∗(C∗(H)).




l’application naturelle induite par l’inclusion de Cα∗ (H) dans C∗(H). Si e ∈ H∗(S2) est
une classe fixe´e, on peut de´finir l’invariant spectral associe´ a` e et a` f1, note´ ρ(f1, e),
de la manie`re suivante. C’est la borne infe´rieure des nombres re´els α tels que la classe





tel que AH(z) ≤ α pour tout z tel que az 6= 0. Autrement dit :
ρ(f1, e) = inf{α, u(e) ∈ Image(iα)}.
On peut montrer que le nombre ρ(f1, e) ne de´pend bel et bien que du diffe´omorphisme f1 et
pas du choix de l’isotopie hamiltonienne (ft). Si H est inde´pendant du temps et C
2-petit,
on a ρ(f1, [S
2]) = maxH et ρ(f1, [∗]) = minH (ou` [∗] de´signe la classe d’homologie d’un
point). Cependant, il est assez difficile de calculer ces invariants en ge´ne´ral. De manie`re
remarquable, Entov et Polterovich ont e´tabli le re´sultat suivant [36].
L’application f 7→ ρ(f, [S2]) est un quasi-morphisme sur le groupe des diffe´omorphismes
hamiltoniens de la sphe`re S2.
Le quasi-morphisme CEP est alors obtenu par homoge´ne´isation :




Nous expliquons maintenant comment calculer la valeur du quasi-morphisme CEP sur les
temps 1 de certains flots autonomes. Soit F : S2 → R une fonction de Morse dont toutes
les valeurs critiques sont deux-a`-deux distinctes. Soit G l’arbre de Reeb associe´. Entov





soit d’aire infe´rieure ou e´gale a` 12 (en supposant l’aire totale de la sphe`re e´gale a` 1). Le
sommet v est appele´ me´diane de l’arbre G. On a alors le re´sultat suivant :
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Ici, ϕtH de´signe toujours le flot de XH . Autrement dit, la valeur CEP (ϕ
1
H) est la diffe´rence
entre la valeur moyenne et la valeur me´diane de H. Comme nous l’avons de´ja` indique´,
il serait inte´ressant de donner une description alternative du quasi-morphisme CEP et
plus ge´ne´ralement de comprendre les proprie´te´s des invariants spectraux associe´es a` un
diffe´omorphisme hamiltonien.
Nous e´voquons maintenant tre`s brie`vement quelques liens entre les quasi-morphismes
sur le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une varie´te´ symplectique compacte, et
les quasi-mesures (voir [1]). Ces liens ont e´te´ de´couverts par Entov et Polterovich en 2004
[37]. Commenc¸ons par rappeler la de´finition suivante (ce que nous appelons quasi-mesure
porte e´galement le nom de “quasi-state” en anglais).
De´finition 1 Soit X un espace topologique compact. Notons C0(X) l’espace des fonctions
continues sur X. Pour chaque fonction f ∈ C0(X), nous noterons A(f) la plus petite
sous-alge`bre ferme´e de C0(X) qui contient f . Une application µ : C0(X) → R est une
quasi-mesure si elle ve´rifie :
1. µ(1) = 1,
2. µ(f) ≥ µ(g) si f ≥ g,
3. µ est line´aire en restriction a` A(f), pour toute fonction f .
Si f est une fonction continue sur X, l’alge`bre A(f) n’est autre que l’alge`bre des fonc-
tions de la forme u(f), ou` u : R→ R est une fonction continue.
Bien suˆr, toute mesure de probabilite´ bore´lienne sur X fournit un exemple de telle
quasi-mesure. Mais il s’ave`re qu’il existe de telles fonctionnelles qui ne sont pas line´aires
[1, 76]. Entov et Polterovich ont de´couvert le fait suivant. L’application
H 7→ µEP (H) =
∫
S2
H ω − CEP (ϕ1H)
C∞(S2) → R
s’e´tend a` l’espace des fonctions continues et de´finit une quasi-mesure. Pour comprendre
pourquoi l’application µEP satisfait la condition 3 de la de´finition d’une quasi-mesure, le
lecteur doit bien suˆr avoir en teˆte le fait suivant. Si H : S2 → R et u1, u2 : R→ R sont des
fonctions lisses, les flots hamiltoniens associe´s a` u1(H) et u2(H) commutent. Puisqu’un
quasi-morphisme homoge`ne est un homomorphisme sur les groupes abe´liens, nous avons
µEP (u1(H) + u2(H)) = µEP (u1(H)) + µEP (u2(H)).
Dans le cas ou` S est une surface hyperbolique, M. Rosenberg [107] a prouve´, a` partir






H ω) est continue pour la topologie C0, et que son extension a`
l’espace des fonctions continues sur S de´finit une quasi-mesure.
1.3 Cas du tore
Dans ce paragraphe, nous allons expliquer comment donner une re´ponse a` la question
de Entov et Polterovich, dans le cas ou` la varie´te´ symplectique V est le tore T2. Dans
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le cas des surfaces hyperboliques, comme nous l’avons explique´ plus haut, on peut dire
que l’existence du quasi-morphisme CalS est due aux deux raisons suivantes : la classe de
cohomologie de la forme d’aire est (apre`s une normalisation) entie`re et borne´e au sens
de Gromov [61]. Dans le cas du tore, nous allons voir qu’il existe une grande famille de
quasi-morphismes qui re´pondent a` la question d’Entov et Polterovich, sans pour autant
que l’un de ces invariants se distingue des autres.
1.3.1 Interpre´tation topologique de l’invariant de Calabi
Nous noterons D = {(x, y) ∈ R2, |x|2+ |y|2 ≤ 1} le disque unite´ de R2 et Diffc(D, ω) le
groupe des diffe´omorphismes de D qui pre´servent la forme d’aire ω = dx∧dy et co¨ıncident
avec l’identite´ au voisinage du bord. Tout diffe´omorphisme f ∈ Diffc(D, ω) est le temps
1 d’une isotopie hamiltonienne issue de l’identite´. Le groupe GD des diffe´omorphismes
hamiltoniens de D co¨ıncide donc avec le groupe Diffc(D, ω). Nous noterons e´galement
X2(D) l’espace des paires de points distincts du disque ; c’est-a`-dire, l’espace D×D prive´
de la diagonale.
Soit f : D→ D un diffe´omorphisme e´gal a` l’identite´ au voisinage du bord et pre´servant
l’aire. Fixons une isotopie (ft) reliant l’identite´ a` f1 = f . Si (x, y) ∈ X2(D), nous noterons
vt ∈ R2 − {0} le vecteur ft(x) − ft(y). La variation de l’argument du vecteur vt lorsque
t varie de 0 a` 1 ne de´pend que de f et pas du choix de l’isotopie (ft). En effet le groupe
Diffc(D, ω) est contractile, deux isotopies quelconques reliant l’identite´ a` f sont donc
homotopes. Nous noterons anglef (x, y) ce nombre re´el. Ceci de´finit une fonction continue
anglef (·, ·) : X2(D2)→ R qui ve´rifie la relation :
(∗) anglefg(x, y) = angleg(x, y) + anglef (g(x), g(y)),
pour tous diffe´omorphismes f, g ∈ Diffc(D2, aire). La fonction anglef peut bien entendu
eˆtre de´finie lorsque f est un home´omorphisme, cependant, dans le cas des home´omorphismes,
le lemme suivant n’est plus vrai.
Lemme 1.3.1 ([51]) Si f ∈ Diffc(D2, aire), la fonction anglef est borne´e.
Preuve : nous reproduisons ici la preuve donne´e dans [51]. Nous noterons P1+ l’espace
des droites oriente´es de R2. Dans D ×D × P1+, soit K le sous-ensemble compact forme´
des triplets (x, y, v) ve´rifiant la condition suivante : si x et y sont distincts, v est la droite
de R2 engendre´e par le vecteur x − y, si x = y, v est quelconque. Tout diffe´omorphisme
f du disque de´finit un home´omorphisme fˆ de K de´fini comme suit : fˆ(x, y, [x − y]) =
(f(x), f(y), [f(x) − f(y)]) si x et y sont distincts ; et fˆ(x, x, v) = (f(x), f(x), dfx(v)). Si
(ft) est une isotopie reliant l’identite´ a` f , nous conside´rons l’isotopie correspondante
fˆt : K → K.
Ecrivant fˆt(x, y, v) = (xt, yt, vt) ((x, y, v) ∈ K), nous pouvons de´finir anglef (x, y, v) comme
e´tant la variation de l’argument de la droite vt lorsque t varie de 0 a` 1. La fonction
anglef : K → R ainsi de´finie e´tend la fonction anglef initialement de´finie sur X2(D) ⊂ K
et est continue. Elle est donc borne´e. 2
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Dans la suite nous noterons X2(D) le compact K de´crit dans ce lemme. Bien suˆr,
la compactification de X2(D) ainsi obtenue a un sens intrinse`que et ne de´pend pas du
plongement du disque dans R2.





Nous avons utilise´ ici le symbole dxdy pour e´crire l’inte´grale par rapport a` la mesure
µω ⊗ µω, ou` µω est la mesure sur D associe´e a` la forme d’aire ω. D’apre`s la relation (∗)
l’application C est un homomorphisme du groupe Diffc(D, ω) dans R. Nous allons voir
qu’il co¨ıncide (a` une constante pre`s) avec l’invariant de Calabi.
Proposition 1.3.2 ([42, 51]) Si f ∈ Diffc(D, ω), nous avons : C (f) = 2CalD(f).
Cette interpre´tation topologique de l’invariant de Calabi pour les diffe´omorphismes du
disque a e´te´ de´couverte par A. Fathi dans sa the`se [42]. Elle a e´te´ ensuite utilise´e par
Gambaudo et Ghys [51] pour prouver l’invariance topologique de l’invariant de Calabi.
Nous expliquons maintenant brie`vement comment prouver cette proposition (le lecteur
pourra consulter [51] pour plus de de´tails).
Une premie`re manie`re d’e´tablir la proposition (peut-eˆtre la moins satisfaisante) est
d’utiliser le the´ore`me de Banyaga [5] affirmant que le noyau de l’homomorphisme CalD
est simple. Comme conse´quence de ce the´ore`me, la restriction du morphisme C au groupe
KerCalD est identiquement nulle (sinon KerCalD s’injecterait dans R). Il existe donc un
homorphisme θ : R→ R tel que C (f) = θ(CalD(f)). Il n’est pas difficile de s’assurer que
l’homomorphisme θ est continu. Il est donc de la forme θ(t) = λt, et l’on peut calculer la
constante λ en choisissant un exemple simple de diffe´omorphisme f .
Une seconde manie`re d’e´tablir la proposition est la suivante. Tout diffe´omorphisme
f ∈ Diffc(D, ω) est limite (pour la topologie C∞) d’une suite (fn) ∈ Diffc(D, ω) de
diffe´omorphismes ayant la proprie´te´ suivante : chaque diffe´omorphisme fn est un produit
de diffe´omorphismes qui sont temps 1 d’un flot autonome. Puisque CalD et C sont des
homomorphismes et sont continus pour la topologie C∞, il suffit de ve´rifier la relation
pour les diffe´omorphismes de la forme ϕ1H ou` H : D → R parcourt une famille dense
dans l’espace des fonctions C∞ a` support compact sur le disque. On peut conside´rer par
exemple les fonctions sur le disque qui sont des fonctions de Morse en dehors d’un voisinage
du bord, et qui co¨ıncident avec une fonction du rayon au voisinage du bord. Si H est de
cette forme on peut calculer explicitement la valeur de l’invariant C (ϕ1H) (et ve´rifier qu’il
co¨ıncide avec 2CalD(ϕ
1
H)). Ce calcul peut eˆtre vu comme un cas particulier des calculs
que nous allons faire dans la suite de ce chapitre pour e´tablir le the´ore`me 4. Nous ne le
reproduisons donc pas ici.
Remarque. Dans la seconde (esquisse de) preuve, nous avons approche´ tout diffe´omor-
phisme du disque par un produit de diffe´omorphismes contenus dans des sous-groupes a`
1-parame`tre. En utilisant encore une fois le the´ore`me de Banyaga de´ja` cite´, on peut en
fait prouver le re´sultat suivant : tout diffe´omorphisme f ∈ Diffc(D, ω) est le produit d’un
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nombre fini de diffe´omorphismes qui sont temps 1 d’un flot autonome. En effet, notons
Γ le sous-groupe de Diffc(D, ω) engendre´ par tous les diffe´omorphismes qui sont temps 1
d’un flot autonome. C’est un sous-groupe distingue´ de Diffc(D, ω), qui se surjecte sur R
via l’invariant de Calabi CalD et dont l’intersection avec KerCalD est non-triviale. Il est
donc e´gal a` Diffc(D, ω).
1.3.2 Quasi-morphismes de Gambaudo et Ghys
Il est implicite dans les constructions de Gambaudo et Ghys dans [52], qu’a` tout quasi-
morphisme homoge`ne φ de´fini sur le groupe fondamental du tore prive´ d’un point, on peut
associer un quasi-morphisme Cφ de´fini sur le groupe Diff0(T
2, ω). Nous rappelons ici cette
construction.
Nous noterons X2(T
2) l’espace des paires de points distincts du tore T2. Comme c’e´tait
le cas pour l’espace des paires de points du disque au paragraphe pre´ce´dent, nous aurons
besoin de compactifier l’espace X2(T
2). Il suffit pour cela de lui ajouter le fibre´ unitaire
tangent au tore. Notons
X2(T2) = X2(T
2) unionsq (T2 × S1) .
L’espace X2(T2) a bien suˆr une topologie naturelle qui en fait une varie´te´ a` bord. Cette
topologie est comple`tement de´termine´e en imposant que X2(T
2) ⊂ X2(T2) soit un ou-
vert et que pour chaque disque D ⊂ T2 l’inclusion de X2(D) dans X2(T2) soit un
home´omorphisme sur son image.
On notera e´galement Σ la surface compacte a` bord obtenue en e´clatant l’origine dans
le tore T2. on pense alors a` T2 − {0} comme a` l’inte´rieur de Σ. Fixons un point base x∗
dans T2−{0}. Pour tout point v de T2−{0}, choisissons un chemin (αv(t))t∈[0,1] de x∗ a`
v dans T2 − {0} de longueur borne´e pour une me´trique riemannienne de´finie sur Σ. Soit
f ∈ Diff0(T2, ω) et (ft) une isotopie reliant l’identite´ a` f . Rappelons que si x et y sont
deux points distincts de T2, la classe d’homotopie, a` extre´mite´s fixes, de la courbe
(ft(x)− ft(y))
dans T2−{0} ne de´pend que de f (et de x et y), mais pas du choix de l’isotopie reliant f
a` l’identite´. Ceci est une conse´quence du fait suivant : tout lacet de diffe´omorphismes du
tore est homotope a` un lacet constitute´ de translations (voir [34]). On note alors α(f, x, y)
l’e´le´ment du groupe pi1(T
2 − {0}, x∗) repre´sente´ par le lacet
αx−y ∗ (ft(x)− ft(y)) ∗ αf(x)−f(y),
et Vf (x, y) = φ(α(f, x, y)). La fonction Vf de´pend bien entendu du quasi-morphisme φ
mais nous l’omettrons dans la notation. Il n’est pas difficile de s’assurer que l’on peut
choisir les chemins (αv) de telle sorte que la fonction Vf soit localement constante sur un
ouvert de mesure pleine de X2(T
2). Elle est donc mesurable.
Lemme 1.3.3 La fonction Vf est borne´e.
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Preuve : Choisissons un releve´ x˜∗ de x∗ dans le reveˆtement universel Σ˜ de Σ. Nous allons
e´tablir que la famille α(f, x, y) est contenue dans une partie borne´e du groupe pi1(T
2 −
{0}, x∗) lorsque (x, y) de´crit X2(T2). Pour cela, il suffit de ve´rifier que les releve´s (a` Σ˜)
issus de x˜∗ des lacets αx−y ∗ (ft(x) − ft(y)) ∗ αf(x)−f(y) ont une extre´mite´ contenue dans
un compact de Σ˜. Mais ceci est une conse´quence du fait que l’application continue
X2(T
2)× [0, 1] → Σ
(x, y, t) 7→ ft(x)− ft(y)
s’e´tend en une application continue de´finie sur l’espace compact X2(T2)× [0, 1] et que les
chemins (αv)v∈T2−{0} ont une longueur borne´e pour une me´trique riemannienne de´finie
sur Σ. 2
Nous avons, une fois encore, la relation :
α(fg, x, y) = α(g, x, y) ∗ α(f, g(x), g(y)),
de laquelle nous de´duisons :
|Vf◦g(x, y)− Vg(x, y)− Vf (g(x), g(y))| ≤ δ(φ)





est donc un quasi-morphisme sur le groupe Diff0(T










ou` V˜f (x, y) = limp→∞
1
p
Vfp(x, y) est de´fini presque partout (par application, une fois en-
core, du the´ore`me ergodique sous-additif).
Rappelons que l’espace des quasi-morphismes homoge`nes sur le groupe libre a` deux
ge´ne´rateurs (que nous identifions au groupe pi1(T
2 − {0}, x∗)), et plus ge´ne´ralement sur
tout groupe hyperbolique non-e´le´mentaire, est de dimension infinie [21, 39]. Graˆce a` la
construction que nous venons de pre´senter, nous obtenons donc une vaste collection de
quasi-morphismes sur le groupe Diff0(T
2, ω). Pour illustrer ce propos, rappelons quelques
constructions classiques de quasi-morphismes de´finis sur le groupe libre.
Nous pre´sentons d’abord une construction tire´e des articles [9, 52]. Choisissons une
me´trique hyperbolique comple`te et de volume fini surT2−{0}, et identifions son reveˆtement
universel au disque de Poincare´ :
pi : D2 → T2 − {0}.
Soit η une 1-forme a` support compact sur T2 −{0}, et η˜ son releve´ a` D2. Soit γ : [0, 1] →
T2−{0} une courbe ve´rifiant γ(0) = γ(1) = x∗, et γ˜ : [0, 1]→ D2 un releve´ de γ. De´signons
par (γ˜)ge´o l’unique ge´ode´sique de D
2 reliant γ˜(0) a` γ˜(1). La quantite´ :∫
(eγ)ge´o
η˜
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ne de´pend pas du choix du releve´ γ˜. On la note ϕ([γ]). L’application ϕ est un quasi-
morphisme de de´faut majore´ par pi|dη|∞ (ou` la norme de dη est mesure´e par rapport a` la





En utilisant la construction de Gambaudo et Ghys pre´ce´demment de´crite, nous obtenons
ainsi une grande famille de quasi-morphismes (Cφ
η,T2
)η∈Ω1c(T2−{0}) de´finis sur le groupe
Diff0(T
2, ω). Dans [52], il est montre´ que l’espace vectoriel engendre´ par cette famille est
de dimension infinie.
Remarque. Notons a et b les deux ge´ne´rateurs standard du groupe pi1(T
2 − {0}, x∗).
Observons que la valeur de tous les quasi-morphismes φη,T2 sur le commutateur [a, b] =
aba−1b−1 est nulle. En effet, supposons que γ : [0, 1] → T2 − {0} (avec γ(0) = γ(1) = x∗)
repre´sente la classe [a, b]. Nous noterons ∗pγ le lacet γ concate´ne´ p fois. On voit aise´ment




spiralent vers le cusp de T2 − {0}, seule une partie uniforme´ment borne´e de ces courbes
reste dans le support de η. Ceci assure que φη,T2([γ]) = 0.
Nous rappelons maintenant la construction des quasi-morphismes de Brooks [21], de´ja`
e´voque´e dans l’introduction. Cette fois-ci, nous pensons au groupe pi1(T
2−{0}, x∗) comme
au groupe libre “abstrait” F (a, b) engendre´ par a et b. Fixons un mot w en les ge´ne´rateurs
a et b (et leurs inverses). Nous allons lui associer un quasi-morphisme ϕw : F (a, b) → R.
Si x ∈ F (a, b), de´finissons `w(x) comme le plus grand entier n tel que l’on puisse e´crire x
sous la forme :
x = c1 · w · c2 · · · cn · w · cn+1
ou` les ci sont des e´le´ments (e´ventuellement re´duits a` l’identite´) de F (a, b) et ou` l’e´criture
ci-dessus est re´duite. On pose alors : ϕw(x) = `w(x)−`w−1(x). On peut montrer (voir [21])
que l’application ϕw est un quasi-morphisme. Bien suˆr, si w est e´gal a` a ou b, ϕw est un
homomorphisme. Notons φw le quasi-morphisme homoge`ne associe´ a` ϕw. Contrairement
aux quasi-morphismes φη,T2 pre´ce´demment de´crits, l’application φ[a,b] fournit un exemple
de quasi-morphisme homoge`ne prenant une valeur non-nulle sur le commutateur [a, b] : on
a bien suˆr φ[a,b]([a, b]) = 1.
Soit D ⊂ T2 un disque plonge´ dans le tore T2. Nous notons toujours GD le groupe
des diffe´omorphismes hamiltoniens a` support dans D. Nous allons voir maintenant que
les quasi-morphismes Cφ permettent de re´pondre a` la question de Entov et Polterovich.
Notre contribution se borne a` remarquer que la valeur du quasi-morphisme Cφ sur un
diffe´omorphisme a` support dans un disque, ne de´pend que de la valeur de φ sur le com-
mutateur [a, b] :
The´ore`me 3 Si f ∈ GD, nous avons : Cφ(f) = 2φ([a, b])CalD(f).
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Pour prouver le the´ore`me, conside´rons une isotopie hamiltonienne (ft) a` support dans
le disque D, et notons f = f1. Nous voulons calculer V˜f (x, y). Bien suˆr, si x ou y n’est pas





Fixons un diffe´omorphisme du disque D ⊂ T2 sur le disque unite´ de D ⊂ R2, qui soit
conforme´ment symplectique : ϕ : D ⊂ T2 → D ⊂ R2 avec aire(D)ϕ∗(dx ∧ dy) = piω. En
conjuguant l’isotopie (ft) par ϕ nous pouvons de´finir naturellement la fonction anglef (x, y).
Lemme 1.3.4 Il existe des e´le´ments αn et βn dans le groupe pi1(T
2 − {0}, x∗), borne´s
dans pi1(T
2 − {0}, x∗) inde´pendamment de n, tels que :
α(fn, x, y) = αn ∗ [a, b]m(x,y,n) ∗ βn,
ou` m(x, y, n) est la partie entie`re du re´el anglefn(x, y).
Commenc¸ons par re´sumer la preuve de ce lemme en quelques mots. Le groupe fonda-
mental de l’espace X2(D) est infini cyclique, engendre´ par l’e´le´ment ξ repre´sente´ par le
lacet suivant :
γ(t) = (x, y(t)),
ou` x est un point quelconque de D et y(t) est un lacet simple contenu dans D − {x}
dont le degre´ par rapport a` x est 1. Notons u∗ : pi1(X2(D)) → pi1(T2 − {0}, x∗) l’ho-
momorphisme induit par l’application continue u obtenue en composant l’inclusion de
X2(D) dans X2(T
2) avec l’application (x, y) 7→ x− y. Alors l’e´le´ment u∗(ξ) est conjugue´
au commutateur [a, b]. Puisque les trajectoires des points x et y restent confine´es dans le
disque D, les lacets α(fn, x, y) sont contenus, a` une erreur borne´e pre`s, dans l’image de
l’homomorphisme u∗. Plus pre´cise´ment, ils co¨ıncident (a` une erreur borne´e pre`s) avec une
puissance de u∗(ξ) donne´e par la partie entie`re du re´el anglef (x, y).
Preuve : choisissons un point base (x0, y0) dans X2(D), tel que x0 − y0 = x∗ (ceci est
toujours possible quitte a` changer le point x∗). Pour tout (x, y) ∈ X2(D), nous choisissons
un chemin βx,y de (x0, y0) a` (x, y) dans X2(D), de longueur borne´e (pour une me´trique
riemannienne de´finie sur X2(T2)). Nous pouvons alors e´crire le lacet α(f
n, x, y) sous la
forme :
[αx−y ∗ u(βx,y)] ∗ u∗([βx,y ∗ (ft,n(x), ft,n(y) ∗ βfn(x),fn(y)]) ∗ [u(βfn(x),fn(y)) ∗ αfn(x)−fn(y)]
((ft,n) de´signe l’isotopie (ft) ∗ (ft ◦ f) ∗ · · · ∗ (ft ◦ fp−1)). Les e´le´ments [αx−y ∗ u(βx,y)] et
[u(βfn(x),fn(y)) ∗ αfn(x)−fn(y)] sont borne´s inde´pendamment de n. Notons γn le lacet :
βx,y ∗ (ft,n(x), ft,n(y) ∗ βfn(x),fn(y).
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Maintenant, pour tout entier n, l’e´le´ment [γn] ∈ pi1(X2(D)) est e´gal a` ξa(x,y,n) pour un
certain entier a(x, y, n). Identifiant D au disque unite´ via le diffe´omorphisme ϕ : D →
D ⊂ R2 fixe´ pre´ce´demment, nous pouvons de´finir une application
A : X2(D) → S1
(x, y) 7→ x−y|x−y|
Pour voir que a(x, y, n) − anglefn(, y) est borne´ (inde´pendamment de n) nous constatons
que l’on peut exprimer ces quantite´s a` l’aide de la 1-forme A∗dθ (θ de´signant la coordonne´e









On conclut en se souvenant que les chemins βx,y sont de longueur borne´e. 2
La fin de la preuve du the´ore`me est maintenant aise´e : le lemme pre´ce´dent assure que
|Vfn(x, y)− φ([a, b]m(x,y,n))| ≤ 2δ(φ) + 2C,
ou` C = supnmax{|φ(αn)|, |φ(βn)|}. Nous avons donc :
|Vfn(x, y)− anglefn(x, y)φ([a, b])| ≤ 2δ(φ) + 2C + |φ([a, b])|.
En divisant par n puis en passant a` la limite, nous obtenons :
V˜f (x, y) =M(anglef )(x, y)φ([a, b]),
ou` M(anglef ) de´signe la limite des moyennes de Birkhoff de la fonction anglef pour la
transformation f × f : X2(D)→ X2(D). Finalement :
∫
X2(T2)
V˜f (x, y)dxdy = φ([a, b])
∫
X2(D)
anglef (x, y)dxdy = 2φ([a, b])CalD(f).
Nous avons acheve´ la preuve du the´ore`me 3.
1.3.3 Hamiltoniens autonomes et graphe de Reeb
Dans ce paragraphe, nous calculons la valeur du quasi-morphisme Cφ sur les temps 1
des flots hamiltoniens associe´s a` des fonctions de Morse sur T2. De manie`re remarquable,
nous obtenons la` encore une formule qui fait intervenir la combinatoire du graphe de Reeb
G associe´ a` F . Le quasi-morphisme φ n’apparaˆıt lui qu’a` travers la valeur φ([a, b]).
Dans le cas du tore, le graphe G a la structure suivante. Il contient un graphe circulaire
G′ de sommets s1, . . . , sk et d’areˆtes e1, . . . , ek ou` ei relie si a` si+1 (1 ≤ i ≤ k − 1) et ek
relie sk a` s1 ; et des arbres T1, . . . , Tk, tels que



















Fig. 1.2 – Le graphe de Reeb d’une fonction de Morse sur le tore
Les arbres Ti sont disjoints et l’intersection de Ti avec G
′ est e´gale a` si.
Comme au paragraphe 1.2.3, nous noterons F l’espace des fonctions (lisses) H : T2 →
R qui commutent avec F , et, pour chaque areˆte e de G, nous fixerons un syste`me de
coordonne´es (θ, s) sur p−1
G
(e) ayant les meˆme proprie´te´s que pre´ce´demment (ω = ds ∧ dθ,
XF (θ, s) = ϑF (s)
∂
∂θ
avec ϑF > 0, et XH(θ, s) = ϑH(s)
∂
∂θ
pour H ∈ F).
The´ore`me 4 Si H est dans F, nous avons :
Cφ(ϕ
1






Si e est une areˆte de G′, notons ce la classe de conjugaison du groupe pi1(T
2 − {0})
repre´sente´e par le lacet (γ(u)−x)u∈[0,1] ou` x est un point quelconque du tore en dehors de
p−1
G
(e) et ou` la courbe simple γ fait un tour du cylindre p−1
G
(e) avec l’orientation prescrite
par ∂
∂θ
. Quitte a` inverser l’ordre cyclique dans la nume´rotation des sommets si, nous
supposons une fois pour toute que s1 = e
−
1 et s2 = e
+
1 ; c’est-a`-dire que F croit le long de
l’areˆte e1 oriente´e de s1 a` s2.




i )−HG(e−i ))φ(cei) = 0.
Preuve : nous allons montrer que
(HG(e
+
i )−HG(e−i ))φ(cei) = (HG(si+1)−HG(si)))φ(ce1),
pour tout 1 ≤ i ≤ k (en convenant que sk+1 = s1). Le re´sultat sera alors clair, la somme








1.3. CAS DU TORE 39
qui est bien suˆr nulle. Il n’est pas difficile de s’assurer que toutes les classes ce (lorsque
e de´crit l’ensemble des areˆtes de G′) sont e´gales, a` l’orientation pre`s. Pour conclure la
preuve, il suffit de s’assurer que cei = ce1 si et seulement si la fonction F croit lorsque
l’areˆte ei est parcourue de si a` si+1 (ce qui e´quivaut a` dire que e
+
i = si+1 et e
−
i = si).
Chaque areˆte e de G′ de´finit une classe d’homologie [e] : c’est la classe du cercle p−1
G
(x)
(ou` x est un point de e) oriente´ par le champ de vecteurs XF . Les classes d’homotopie
cei et ce1 sont e´gales si et seulement si les classes d’homologie [ei] et [e1] sont e´gales dans
H1(T
2,Z). Fixons une classe d’homologie u ∈ H1(T2,Z), qui se projette via pG sur un
ge´ne´rateur du groupe H1(G,Z) dont l’orientation est celle donne´e par l’ordre cyclique des
sommets s1, . . . , sk. Puisque nous savons que les classes [ei] et [e1] sont e´gales ou oppose´es,
nous calculons leur intersection avec la classe u pour les distinguer. Nous avons bien suˆr
u · [e1] = 1. Par ailleurs l’intersection u · [ei] est e´gale a` 1 si et seulement F croˆıt de si a`
si+1. C’est bien le re´sultat voulu. 2















(x, y)dxdy. Nous distinguons pour cela quatre cas :
– e et e′ sont contenues dans G′.
– e est contenue dans G′ et e′ est contenue dans un arbre Ti.
– e est contenue dans un arbre Ti et e
′ est contenue dans G′.
– e et e′ sont contenues dans la re´union des arbres Ti.
Pour calculer V˜ϕ1
H
, nous supposerons toujours pG(x) et pG(y) distincts. En effet l’ensemble
{(x, y); pG(x) = pG(y)}
est de mesure nulle. Plac¸ons nous dans le premier cas : (x, y) ∈ p−1(e)×p−1(e′) (ou` e et e′
sont des areˆtes de G′). Puisque x et y ont des orbites contenues dans des cercles disjoints,
on peut e´crire le lacet α(ϕnH , x, y) comme le produit des deux lacets suivants :
γ1,n = αx−y ∗ (ϕtH(x)− y)t∈[0,n] ∗ αϕnH(x)−y
γ2,n = αϕn
H
(x)−y ∗ (ϕnH(x)− ϕtH(y))t∈[0,n] ∗ αϕnH(x)−ϕnH(y)
Nous noterons S∗ : pi1(T
2 − {0}, x∗) → pi1(T2 − {0}, x∗) l’automorphisme induit par
l’application x 7→ −x de T2 − {0} dans lui-meˆme (on peut, au choix, choisir le point base
x∗ fixe sous l’application x 7→ −x, ou bien conside´rer que l’automorphisme S∗ n’est de´fini
qu’a` un automorphisme inte´rieur pre`s, ce qui importera peu dans la suite).
Lemme 1.3.6 Il existe des e´le´ments αn, βn, γn, δn de pi1(T
2−{0}, x∗), borne´s inde´pendam-
ment de n dans pi1(T
2 − {0}, x∗), tels que :
γ1,n = αn ∗ c[nϑH(x)]e ∗ βn,
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Remarque. Nous avons de´fini pre´ce´demment ce comme e´tant une classe d’homotopie
libre. Dans ce lemme nous supposons fixe´ une fois pour toutes un lacet repre´sentant ce
(pour toute areˆte e de G′).
Preuve : notons x = (θ, s), dans les coordonne´es pre´ce´demment introduites. E´crivons
γ1,n comme produit des deux lacets suivants :
αx−y ∗ ((θ + t, s)− y)t∈[0,[nϑH(x)]] ∗ αx−y
αx−y ∗ ((θ + t, s)− y)t∈[[nϑH(x)],nϑH(x)] ∗ αϕnH(x)−y.
Le premier est de la forme αn∗c[nϑH(x)]e α′n, ou` αn et α′n sont des e´le´ments de pi1(T2−{0}, x∗)
borne´s inde´pendamment de n. Le second est borne´. La preuve de la seconde e´galite´ est
bien suˆr identique a` la premie`re. 2





(x, y) = ϑH(x)φ(ce) + ϑH(y)φ(S∗(ce′)).








En utilisant le lemme 1.3.5 applique´ aux quasi-morphismes φ et φ ◦S∗, on constate que la
somme des expressions ci-dessus sur les areˆtes de G′ est nulle. La somme des contributions
venant du premier cas ci-dessus est donc nulle.
Le second et le troisie`me cas sont identiques, et d’ailleurs tre`s similaires au premier.
Nous ne traiterons donc que le second. On suppose donc que (x, y) ∈ p−1(e)× p−1(e′) (ou`
e est une areˆte de G′ et e′ une areˆte d’un arbre Ti). Le lacet α(f
n, x, y) s’e´crit, exactement
comme dans le cas pre´ce´dent, comme le produit des deux lacets suivants :
αx−y ∗ (ϕtH(x)− y)t∈[0,n] ∗ αϕnH(x)−y
αϕn
H
(x)−y ∗ (ϕnH(x)− ϕtH(y))t∈[0,n] ∗ αϕnH(x)−ϕnH(y).
Cette fois, puisque la courbe (ϕnH(x) − ϕtH(y))t∈[0,n] reste confine´e dans un disque de
T2 − {0}, le second lacet ci-dessus reste dans une partie borne´e du groupe fondamental
lorsque n varie. La limite V˜ϕ1
H
(x, y) est donc e´gale a` :

















φ([αx−y ∗ (ϕtH(x)− y)t∈[0,n] ∗ αϕnH(x)−y]).
On constate, comme dans le lemme 1.3.6 que la limite ci-dessus est e´gale a` ϑH(x)φ(ce).





(x, y) dxdy = (HG(e
+)−HG(e−))φ(ce)aire(p−1G (e′)).
En utilisant une fois encore le lemme 1.3.5, on constate que la somme sur les areˆtes e de





(lorsque e′ est une areˆte fixe´e de l’un des arbres Ti) est nulle. La somme des contributions
venant du second cas ci-dessus est donc nulle. Il en est de meˆme pour le troisie`me cas.




(e′), ou` les areˆtes e
et e′ sont contenues dans la re´union des arbres Ti. Dans ce cas, si les areˆtes e et e
′ sont
contenues dans des arbres Ti et Tj distincts, les trajectoires de x et y sont contenues dans






(Tj) respectivement). Ceci implique que V˜ϕ1
H
(x, y) = 0. Il








Notons que les donne´es de notre proble`me permettent d’associer de manie`re naturelle deux
orientations a` chaque areˆte de l’arbre Ti. L’une est donne´e par le gradient de la fonction F ,
la seconde consiste a` dire qu’une areˆte est oriente´e positivement “lorsqu’elle pointe dans
la direction du sommet si” (qui est une feuille de l’arbre Ti, c’est-a`-dire un sommet de
valence 1). Ainsi, si e est une areˆte de Ti, nous noterons (e) l’entier e´gal a` 1 si F croˆıt
lorsque l’on s’approche de si et e´gal a` −1 si F de´croˆıt lorsque l’on s’approche de si.
D’autre part, si u ∈ Ti n’est pas un sommet, nous pouvons lui associer un domaine
D(u) de T2 de la manie`re suivante. On conside`re la composante connexe de Ti − {u} qui
ne contient pas si. L’ouvert D(u) est l’image inverse dans T
2 de cette composante connexe
(c’est, topologiquement, un disque). On note χ(u) = aire(D(u)) et, si e est une areˆte de
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Ti d’extre´mite´s e
+ et e−,
χ(e+) = limu∈e, u→e+χ(u)
χ(e−) = limu∈e, u→e−χ(u).
Le nombre χ(e±) de´pend du sommet e± et de l’areˆte e, pas seulement du sommet.
Pour calculer V˜ϕ1
H
(x, y), on distingue trois cas, selon la position relative des points si,
p(x) et p(y) dans l’arbre Ti, comme sur la figure 1.3. Dans le premier cas, les composantes
connexes des niveaux de F contenant x et y bordent des disques (contenus dans l’arbre
Ti) Dx et Dy disjoints. Une fois de plus, nous pouvons e´crire le lacet α(ϕ
n
H , x, y) comme
produit des deux lacets suivants :
γ1,n = αx−y ∗ (ϕtH(x)− y)t∈[0,n] ∗ αϕnH(x)−y
γ2,n = αϕn
H
(x)−y ∗ (ϕnH(x)− ϕtH(y))t∈[0,n] ∗ αϕnH(x)−ϕnH(y).
Chacun de ces deux lacets reste dans une partie borne´e du groupe fondamental, et l’on
obtient donc V˜ϕ1
H
(x, y) = 0.
Remarque. En utilisant les domaines D(u) introduits plus haut, le couple de points (x, y)
est dans le second cas de la figure si et seulement si x ∈ D(pG(y)) ; dans le troisie`me cas
si et seulement si y ∈ D(pG(x)).
Conside´rons maintenant le second cas de la figure. Nous allons voir que la quantite´
V˜ϕ1
H
(x, y) est alors proprotionnelle a` la vitesse de rotation du point y, et ne de´pend pas de
celle de x : le point y “tourne autour de x”. E´crivons encore α(ϕnH , x, y) = γ1,n ∗ γ2,n, ou`
γ1,n et γ2,n ont la meˆme expression que ci-dessus. Le lacet γ1,n reste dans une partie borne´e
du groupe fondamental. Utilisons les coordonne´es pre´ce´demment introduite sur p−1
G
(e′) et
notons y = (θ, s). On peut alors conside´rer le lacet : γ(u) = (θ + u, s)u∈[0,1].
Observation. la classe de (γ(u) − x) dans pi1(T2 − {0}, x∗) est e´gale a` [a, b](e′).
En notant que les classes S∗([a, b]) et [a, b] sont conjugue´es, on en de´duit que :
V˜ϕ1
H




= (e′)φ(S∗([a, b]))ϑH (y)
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Puisque ∂
∂s
aireD(pG(y = (θ, s))) = (e
′), une inte´gration par partie nous donne que l’ex-
































ou` la seconde somme porte sur les sommets de Ti. On ve´rifie aise´ment que toutes les









































(HG(si) − H)ω, ce qui ache`ve la preuve du
the´ore`me 4.
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Chapitre 2
Un quasi-morphisme pour les
varie´te´s symplectiques monotones
45
46 CHAPITRE 2. VARIE´TE´S SYMPLECTIQUES MONOTONES
Dans ce chapitre, nous allons construire un quasi-morphisme homoge`ne
S : G˜V → R
de´fini sur le reveˆtement universel du groupe GV des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une
varie´te´ symplectique ferme´e V qui est monotone. Nous commenc¸ons par rappeler la de´fini-
tion de cette notion.
Conside´rons l’espace J des structures presque-complexes sur V compatibles avec ω.
Un e´le´ment de J est un champ (lisse)
{Jx : TxV → TxV }x∈V
d’endomorphismes du fibre´ tangent de V ve´rifiant les conditions suivantes : J2 = −1l,
J pre´serve ω, ω(u, J(u)) > 0 pour tout vecteur u tangent a` V et non-nul. L’espace Jx
des structures presque-complexes sur l’espace tangent TxV en un point x de V , qui sont
compatibles avec ωx, est un espace contractile (voir [86]) : c’est naturellement une varie´te´
riemannienne simplement connexe a` courbure ne´gative ou nulle. Ceci assure que l’espace
J est non-vide et lui-meˆme contractile. Ainsi, la premie`re classe de Chern du fibre´
vectoriel complexe (TV, J) ne de´pend pas de la structure presque complexe J ∈J . C’est
la premie`re classe de Chern de la varie´te´ symplectique (V, ω), note´e c1(V, ω) (nous la
noterons parfois simplement c1(V )).
Nous dirons que (V, ω) est monotone, si la classe [ω] est proportionnelle a` la classe
c1(V, ω) :
∃ t ∈ R∗, [ω] = tc1(V, ω).
Notons que ceci force la classe c1(V, ω) a eˆtre non-nulle. La de´finition usuelle de varie´te´ sym-
plectique monotone demande ge´ne´ralement que t soit positif, mais nous n’aurons pas besoin
de faire cette hypothe`se. Notons e´galement que certains auteurs demandent que l’e´galite´
[ω] = tc1(V ) ait lieu uniquement sur l’image de l’application naturelle pi2(V )→ H2(V,R).
Nous e´crirons plutoˆt la relation entre [ω] et c1(V, ω) sous la forme
ς[ω] = 2c1(V, ω)
(nous avons bien suˆr ς = 2
t
) ; en effet pour construire l’invariant S, nous allons faire usage
du fibre´ en cercles au-dessus de V dont la classe d’Euler est 2c1(V ).
Des exemples de varie´te´s symplectiques monotones sont fournis par les espaces projectifs
complexes, munis de leur forme symplectique standard (de Fubini-Study). En effet, leur
classe de Chern est non-nulle ; le groupe H2(CPn,R) e´tant de dimension 1, la classe de
cohomologie de la forme de Fubini-Study est ne´cessairement proportionnelle a` c1(CP
n).
Une autre famille d’exemples est fournie par les surfaces compactes (oriente´es) de genre
supe´rieur ou e´gal a` 2 : si Σ est une telle surface, munie d’une forme d’aire ω, les deux
classes [ω] et c1(Σ, ω) sont non-nulles. Puisque l’espace vectoriel H
2(Σ,R) est de dimension
1, elles sont la` encore proportionnelles. La surface Σ, munie de la forme ω est donc une
varie´te´ symplectique monotone. Notons que dans ce cas la constante ς est ne´gative. On
pourra consulter [35] pour la construction d’un quasi-morphisme sur le groupe G˜V pour
les varie´te´s de premie`re classe de Chern nulle.
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La premie`re partie de ce chapitre est consacre´e a` des rappels de constructions classiques.
Dans la seconde partie, nous construisons le quasi-morphisme S. Pour des isotopies ha-
miltoniennes engendre´es par des fonctions a` support compact, contenu dans une boule,
nous relions la valeur de S a` des invariants de´ja` connus. Dans la troisie`me partie, nous
montrons, d’apre`s une suggestion de Polterovich, que la restriction de S au groupe fon-
damental du groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens pi1(GV ) ⊂ G˜V co¨ıncide avec un
homomorphisme I : pi1(GV ) → R, introduit par Polterovich dans [100]. Nous de´crivons
ensuite un exemple de varie´te´ symplectique, tire´ de [100], pour laquelle l’homomorphisme
I n’est pas trivial. Enfin, dans la dernie`re partie, nous nous plac¸ons dans le cas ou` V est
la sphe`re S2, munie d’une forme d’aire. Dans ce cas, le groupe pi1(GS2) est e´gal a` Z/2Z,
d’apre`s un the´ore`me de Smale [111]. Le quasi-morphisme S descend donc en un quasi-
morphisme de´fini sur le groupe GS2 , que nous de´signons toujours par S. Nous calculons
sa valeur sur les temps 1 des flots hamiltoniens engendre´s par des fonctions de Morse sur
la sphe`re (ou, plus ge´ne´ralement, par des fonctions qui commutent avec une fonction de
Morse). Nous obtenons, encore une fois, une formule faisant intervenir la combinatoire du
graphe de Reeb associe´ a` la fonction de Morse.
2.1 Nombre de rotation symplectique
Dans ce paragraphe, nous exposons la construction, maintenant tre`s classique, d’un
quasi-morphisme homoge`ne de´fini sur le reveˆtement universel S˜p(E,ω) du groupe sym-
plectique Sp(E, ω) d’un espace vectoriel symplectique (E,ω) (voir [10, 33, 66] pour plus de
de´tails). Puis, nous rappelons la construction par Barge et Ghys [10], d’un quasi-morphisme
de´fini sur le groupe des diffe´omorphismes symplectiques (a` support compact) d’une boule
de R2n.
2.1.1 Indice de Maslov
Conside´rons une structure presque-complexe J sur E compatible avec ω : J est un
endomorphisme de E, de carre´ −1l, qui pre´serve ω, avec ω(u, Ju) > 0 pour tout vecteur
non-nul u de E. Muni de la forme (u, v)J = ω(u, Jv) − iω(u, v) l’espace E devient un
espace vectoriel hermitien. Nous noterons Λ(E) la grassmannienne lagrangienne de E :
c’est la varie´te´ forme´e par les sous-espaces de E qui sont isotropes pour E et de dimension
maximale pour cette proprie´te´.
Lemme 2.1.1 Si L0 et L1 sont deux lagrangiens de E, il existe un endomorphisme uni-
taire u de E tel que u(L0) = L1.
Preuve : si e = (e1, . . . , en) est une base d’un lagrangien L, orthonorme´e pour le produit
scalaire Re(·, ·)J , alors e est e´galement une base de E, conside´re´ comme espace vectoriel
complexe. Choisissons alors (pour i = 0, 1) une base ei = (ei1, . . . , e
i
n) de Li, orthonorme´e
pour Re(·, ·)J . L’application C-line´aire u : E → E telle que u(e0j ) = e1j convient. 2
Soient u1 et u2 deux endomorphismes unitaires de E tels que uk(L0) = L1 (k =
1, 2). L’endomorphisme unitaire u−12 ◦ u1 pre´serve L0. Soit e = (e1, . . . , en) une base de
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L0 orthonorme´e pour le produit scalaire Re(·, ·)J . La matrice de l’application C-line´aire
u−12 ◦ u1 : E → E dans la base e (conside´re´e comme base complexe de E) est e´galement la
matrice de l’isome´trie u−12 ◦ u1|L0 de l’espace euclidien (L0,Re(·, ·)J ). Nous avons donc
detC(u
−1
2 ◦ u1) ∈ {±1}.
Nous obtenons donc que si u est endomorphisme unitaire de E tel que u(L0) = L1, le
nombre complexe (de module 1) det2
C
(u) ne de´pend que de L0 et de L1. On le note





En particulier, si (Lt) est une courbe continue dans Λ(E), la variation de l’argument du
nombre complexe det2WLt (compte´e en tours), ne de´pend pas du choix de W ∈ Λ(E). On
note ∆(det2Lt) ce nombre.
Proposition 2.1.2 Si (Lt) est une courbe dans Λ(E) qui reste toujours transverse a` un
lagrangien donne´ W , on a : |∆(det2Lt)| ≤ n.
Il est classique que l’application
Λ(E) → S1
L 7→ det2L0L
induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux (voir [2, 10]). Par ailleurs, il
est e´galement bien connu que, pour tout lagrangien W , l’intersection avec l’hypersurface
(singulie`re)
{L,dimL ∩W > 0},
engendre le groupe H1(Λ(E),Z). Il n’est donc pas surprenant que le fait de rester trans-
verse a` un lagrangien donne´, empeˆche une courbe de Λ(E) de “trop tourner” (voir [2]).
Prouvons maintenant la proposition.
Preuve : notons OW l’ouvert des lagrangiens transverses a` W . Puisque W et JW sont
orthogonaux pour le produit scalaire Re(·, ·)J , nous avons la de´composition en somme
directe : E = W ⊕ JW . Notons p la projection orthogonale sur JW . Si L ∈ OW , l’ap-
plication J ◦ p|L : L → W est un isomorphisme. Il existe donc un endomorphisme f de
W tel que L = Lf := {f(x) + Jx, x ∈ W}. Notons que le fait que le sous-espace Lf soit
lagrangien est e´quivalent au fait que l’endomorphisme f :W →W soit syme´trique pour le
produit scalaire Re(·, ·)J . L’application f 7→ Lf est donc un diffe´omorphisme de l’espace








ou` les λk sont les valeurs propres de f . Maintenant, si (ft) est un chemin d’endomorphismes
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est infe´rieure ou e´gale a` n. En effet chacun des nombres λk(t)+ i reste confine´ sur la droite
R+ i et a un argument qui varie d’au plus un demi-tour. 2
Nous sommes maintenant preˆts a` construire le quasi-morphisme Φ : S˜p(E,ω) → R.
Rappelons que nous identifions l’espace S˜p(E,ω) a` l’espace des classes d’homotopie (a`
extre´mite´s fixes) de chemins issus de l’identite´ dans Sp(E, ω). Si [γ] ∈ S˜p(E,ω) et L0 ∈
Λ(E), notons ϕL0([γ]) = ∆(det
2(γt · L0)).
Lemme 2.1.3 Si L0 et L1 sont deux lagrangiens, on a :
|ϕL0([γ])− ϕL1([γ])| ≤ 2n.
Preuve : fixons un lagrangien W , transverse a` L0 et L1. On fixe un chemin (Ls)s∈[0,1],
contenu dans l’ouvert des lagrangiens transverses a`W . Notons alors u(t, s) = det2W (γt ·Ls).
Puisque le lacet u|∂[0,1]2 est contractile, et que ∆(u(0, s)) et ∆(u(1, s)) sont tous deux
borne´s par n, nous obtenons :
|∆(u(t, 0)) −∆(u(t, 1))| ≤ 2n.
C’est le re´sultat voulu. 2
Remarquons maintenant que nous avons l’e´galite´
ϕL0([γ] · [η])− ϕL0([γ]) − ϕL0([η]) = ϕγ1·L0([η])− ϕL0([η]).
Le membre de droite est borne´ par 2n. L’application ϕL0 est donc un quasi-morphisme sur
le groupe S˜p(E,ω), dont l’homoge´ne´ise´ Φ ne de´pend pas de L0, d’apre`s le lemme 2.1.3.





Proposition 2.1.4 Le quasi-morphisme Φ est continu.
Preuve : si x ∈ S˜p(E,ω), on montre par re´currence sur k l’ine´galite´ :
|ϕL0(xkp)− kϕL0(xp)| ≤ 2nk.







La continuite´ de ϕL0 implique alors celle de Φ. 2
Remarquons que les groupes infinis cycliques pi1(Sp(E, ω), Id) et pi1(Λ(E)) posse`dent
chacun un ge´ne´rateur canonique. Pour cela identifions E muni de la structure presque-
complexe J et du produit hermitien (·, ·)J a`Cn. Notons At(z1, . . . , zn) = (e2ipit·z1, z2, . . . , zn).
Nous identifions donc At a` un e´le´ment de Sp(E, ω). Le lacet (At)0≤t≤1 repre´sente alors un
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du groupe pi1(Λ(E)) (voir [2, 10]). Ces deux ge´ne´rateurs ne de´pendent pas du choix de la
structure presque complexe J .
Nous avons vu que le quasi-morphisme Φ : S˜p(E,ω)→ R ne de´pend d’aucun choix de
point base dans la grassmannienne lagrangienne. Il est e´galement inde´pendant du choix de
la structure presque-complexe. En effet, si T est le ge´ne´rateur (de´fini ci-dessus) du groupe
infini cyclique
pi1(Sp(E, ω), Id) ↪→ S˜p(E,ω),
on ve´rifie aise´ment que Φ(T ) = 2. Ainsi les deux quasi-morphismes homoge`nes Φ et Φ′
construits a` partir de deux structures presque-complexes J et J ′ distinctes, prennent la
meˆme valeur sur l’e´le´ment T . D’apre`s un argument de Barge et Ghys [10], que nous
rappelons maintenant, cela entraˆıne qu’ils sont e´gaux. En effet le quasi-morphisme ho-
moge`ne Ψ = Φ − Φ′ : S˜p(E,ω) → R s’annule sur le groupe cyclique pi1(Sp(E, ω)) ⊂
S˜p(E,ω). Puisque ce groupe est contenu dans le centre de S˜p(E,ω), Ψ descend en un
quasi-morphisme homoge`ne ψ : Sp(E, ω)→ R. Nous appliquons alors le :
Lemme 2.1.5 ([10]) Tout quasi-morphisme homoge`ne ψ : Sp(E, ω) → R est identique-
ment nul.
Preuve : le fait qui permet d’e´tablir ce lemme est que le groupe Sp(E, ω) est uniforme´ment
parfait : tout e´le´ment de Sp(E, ω) est le produit d’un nombre uniforme´ment borne´ de
commutateurs.
Rappelons que si a et b sont dans Sp(E, ω), nous avons l’ine´galite´
|ψ([a, b])| ≤ δ(ψ),
ou` δ(ψ) est le de´faut de ψ. En effet puisque ψ est homoge`ne et invariant par conjugaison,
ψ(a) + ψ(ba−1b−1) = 0 et donc ψ([a, b]) = ψ(a · ba−1b−1)− ψ(a) − ψ(ba−1b−1). La valeur
ψ([a, b]) est donc borne´e par le de´faut de ψ. On de´duit aise´ment de cette ine´galite´ que si
γ ∈ Sp(E, ω) est le produit de k commutateurs, on a : |ψ(γ)| ≤ (2k − 1)δ(ψ). Si a ∈ E,
nous noterons ta : E → E la transvection symplectique de´finie par :
ta(x) = x+ ω(x, a)a.
Il n’est pas difficile de s’assurer que ta est un commutateur (voir [10]), et, d’apre`s [31],
tout e´le´ment de Sp(E, ω) est produit d’au plus dim(E) e´le´ments de la forme t±a . Nous
en de´duisons que ψ est borne´ (en valeur absolue) par (2dim(E) − 1)δ(ψ). Pusique ψ est
homoge`ne, il est identiquement nul. 2
Indiquons finalement que l’on peut donner d’autres descriptions du quasi-morphisme Φ,
qui permettent de le calculer effectivement [10].
2.1.2 Quasi-morphisme pour les diffe´omorphismes de la boule
Nous supposons maintenant que B est une boule de R2n munie d’une forme symplec-
tique de volume fini ν : ∫
B
νn <∞.
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Suivant [10], nous allons construire un quasi-morphisme homoge`ne τB,ν : ΓB,ν → R, ou`
ΓB,ν de´signe le groupe des diffe´omorphismes symplectiques de (B, ν) a` support compact.
Nous choisissons une trivialisation symplectique du fibre´ tangent a` B. La diffe´rentielle
d’un diffe´omorphisme f ∈ ΓB,ν “lue” dans cette trivialisation est une application
B → Sp(2n,R)
x 7→ df(x).
Un changement de trivialisation est donne´ par une application θ : B → Sp(2n,R). La
diffe´rentielle de f est alors change´e en x 7→ θ(f(x))−1·df(x)·θ(x). Notons θ˜ : B → S˜p(2n,R)
un releve´ quelconque de θ, et d˜f : B → S˜p(2n,R) l’unique releve´ de df qui vaut I˜d hors
d’un compact. Si f et g sont dans le groupe ΓB,ν , nous avons :
d˜(fg)(x) = d˜f(g(x)) · d˜g(x),
et donc
|Φ(d˜(fg)(x)) − Φ(d˜g(x)) − Φ(d˜f(g(x)))| ≤ δ(Φ).
L’application f 7→ ∫
B
Φ(d˜f)νn est donc un quasi-morphisme sur le groupe ΓB,ν . Nous allons
ve´rifier que son homoge´ne´ise´ ne de´pend pas de la trivialisation symplectique choisie. Si
l’on change de trivialisation, l’application d˜f est change´e en θ˜−1 ◦ f · d˜f · θ˜. Nous pouvons
donc e´crire :






θ˜−1(x) · d˜fp(x) · θ˜(x)
)
.
Nous avons donc, puisque Φ est homoge`ne :
|Φ(d˜fp(x)) − Φ(θ˜−1(fp(x)) · d˜fp(x) · θ˜(x))| ≤ δ(Φ) + |Φ(θ˜−1(fp(x))θ˜(x))|.
Si le support de f est contenu dans le compact K de B, nous avons pour x dans K,
|Φ(θ˜−1(fp(x))θ˜(x))| ≤ δ(Φ) + 2 supK |Φ ◦ θ˜| ; si x n’est pas dans K, la quantite´
Φ(θ˜−1(fp(x))θ˜(x))
est nulle. Ainsi :
|Φ(d˜fp(x))− Φ(θ˜−1(fp(x))d˜fp(x)θ˜(x))| ≤ 2δ(Φ) + 2supK |Φ ◦ θ˜|,
pour tout x de B et tout entier p. En divisant par p, en inte´grant, et en passant a` la limite,







ne de´pend pas de la trivialisation choisie. L’application τB,ν : ΓB,ν → R est le quasi-
morphisme homoge`ne annonce´.
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2.2 Construction du quasi-morphisme S
Fixons un S1-fibre´ principal pi :M → V de classe d’Euler e´gale a` 2c1(V ). Nous noterons
(e2ipit, y) 7→ e2ipit · y (y ∈M)
l’action de S1 sur M . Notant X le champ de vecteurs sur M engendre´ par l’action du
cercle, on peut trouver une 1-forme α sur M telle que α(X) = 1 et dα = pi∗(ςω) :
nous sommes dans la situation du paragraphe 1.1.2. Nous fixons e´galement une structure
presque-complexe J sur V , compatible avec ω. Le fibre´ vectoriel TV , muni de la forme
biline´aire
(u, v)J = ω(u, Jv) − iω(u, v)
devient alors un fibre´ vectoriel hermitien, dont on peut choisir une trivialisation au-dessus
d’un recouvrement {Uβ} avec des applications de transition gβγ : Uβ∩Uγ → U(n) a` valeurs
dans le groupe des matrices unitaires de taille n. La famille d’applications (det2(gβγ)), a`
valeurs dans le cercle, de´termine un fibre´ en cercles N au-dessus de V , qui est isomorphe a`
M (la classe c1(V ) pouvant par exemple eˆtre de´finie comme e´tant la classe du fibre´ de´fini
par le cocycle (det(gβγ))).
Notons Λ(V ) le fibre´ en grassmannienne lagrangienne au-dessus de V , et piΛ : Λ(V )→ V
la projection associe´e. La fibre Λ(V )x := pi
−1
Λ (x) est forme´e des sous-espaces lagrangiens
de l’espace tangent TxV . D’apre`s la description pre´ce´dente du fibre´ N , nous avons une
application naturelle det2 : Λ(V ) → N ; qui n’est autre qu’une application fibre´e de l’ap-
plication
det2W : Λ(E)→ S1,
de´ja` rencontre´e dans le cas ou` E est un espace vectoriel symplectique et W un lagran-
gien de E. Dans une trivialisation Uγ ×Cn, un lagrangien L, e´le´ment de Λ(V ), “s’e´crit”
(x, uγ(R
n)), pour une matrice unitaire uγ . On lui associe l’e´le´ment (x, det
2(uγ)) dans la
trivialisation correspondante de N . En choisissant un isomorphisme entre N et M , nous
obtenons une application ϕ : Λ(V )→M . Cette application n’est bien suˆr pas unique ! Le
choix de J et l’isomorphisme entre N et M interviennent. Cependant, elle a la vertu sui-
vante : en restriction a` chaque fibre Λ(V )x, elle induit un isomorphisme entre les groupes
fondamentaux. Une autre application ϕ′ : Λ(V ) → M , construite par le meˆme proce´de´
serait donc de la forme :
ϕ′(L) = χ(piΛ(L)) · e2ipiκ(L) · ϕ(L),
pour des applications χ : V → S1 et κ : Λ(V )→ R.
Remarque. Puisque l’application ϕ restreinte a` une fibre Λ(V )x → pi−1(x) ⊂M induit
un isomorphisme entre les groupes fondamentaux, le ge´ne´rateur canonique du groupe fon-
damental de Λ(V )x fournit un ge´ne´rateur du groupe fondamental de la fibre pi
−1(x) ⊂M ,
et donc une orientation du cercle pi−1(x). Il sera utile de remarquer que cette orientation
est l’orientation oppose´e de celle de´finie par le champ de vecteurs X (qui est le champ
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de Reeb de α). Par exemple, lorsque V = S2, munie d’une forme d’aire, Λ(V ) co¨ıncide
avec M , c’est le projectifie´ du fibre´ tangent a` S2. Dans ce cas, cela correspond au fait
que l’orientation induite par la forme α ∧ dα est l’oppose´e de l’orientation canonique de
Λ(S2) ' P(TS2).
Nous pouvons maintenant passer a` la construction du quasi-morphisme S.
On conside`re une isotopie hamiltonienne (ft) engendre´e par le champ de vecteurs Zt




n = 0 pour tout t, pour une fonction H : [0, 1] × V → R).
Comme au paragraphe 1.1.2, nous noterons Θ(ft) l’isotopie de M engendre´e par le champ
de vecteurs
Ẑt + ς(Ht ◦ pi)X
(la pre´sence du coefficient ς est simplement due au fait que le hamiltonien associe´ au champ
de vecteurs Zt pour la forme symplectique ςω est ςHt). Soit L ∈ Λ(V ) un lagrangien avec
piΛ(L) = x. Nous pouvons conside´rer la courbe dft(x)(L) dans Λ(V ) obtenue en appliquant
la diffe´rentielle de l’isotopie (ft) a` L. Comment lui associer un nombre de rotation ? Pour
cela, conside´rons les deux courbes
ϕ(dft(x)(L)) et Θ(ft)(ϕ(L))
dans M . Elles sont toutes deux issues du point ϕ(L) et rele`vent la meˆme courbe dans V :
(ft(x)). Bien que le fibre´ en cercles M ne soit pas trivial, on peut se servir de la courbe
Θ(ft)(ϕ(L)) comme d’une horizontale “le long du chemin ft(x)” pour mesurer le nombre
de rotation de la courbe ϕ(dft(x)(L)). On peut e´crire
ϕ(dft(x)(L)) = e
2ipiϑ(t) ·Θ(ft)(ϕ(L)),
ou` ϑ : [0, 1] → R est une application continue. On de´finit alors une fonction continue sur
Λ(V ) par angle(L, {ft}) = ϑ(1)− ϑ(0). Elle satisfait la relation :
angle(L, {ft ∗ gtf1}) = angle(L, {ft}) + angle(df1 · L, {gt}).
Proposition 2.2.1 Pour toute paire de lagrangiens (L0, L1) contenus dans la meˆme fibre
de Λ(V )→ V , et toute isotopie hamiltonienne {ft}, nous avons :
|angle(L0, {ft})− angle(L1, {ft})| ≤ 2n.
Preuve : c’est une version fibre´e de la preuve du lemme 2.1.3. Nous fixons L0, L1 ∈ pi−1Λ (x).
Choisissons un lagrangien W ∈ pi−1Λ (x) transverse a` L0 et L1, et un chemin Ls de L0 a` L1
dans pi−1Λ (x), tel que Ls soit transverse a` W pour tout s. Nous pouvons alors e´crire :
ϕ(dft · Ls) = e2ipiϑ(t,s) ·Θ(ft)(ϕ(Ls)),
ou` ϑ : [0, 1]2 → R est continue et ϑ(0, s) = 0. Nous avons :
angle(L0, {ft})− angle(L1, {ft}) = ϑ(1, 0) − ϑ(1, 1).
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Ecrivons ϕ(Ls) = e
2ipiv(s) · ϕ(L0) ou` v : [0, 1] → R est continue. La quantite´ v(1) − v(0)
est e´gale a` −∆(det2(Ls)) et est borne´e par n d’apre`s la proposition 2.1.2. On a alors :
ϕ(df1(Ls)) = e
2ipiϑ(1,s) ·Θ(f1)(e2ipiv(s) · ϕ(L0))
= e2ipi(ϑ(1,s)−ϑ(1,0)+v(s)) · ϕ(df1(L0)).
Ainsi ϑ(1, 0) − ϑ(1, 1) = ∆(det2(df1 · Ls)) − ∆(det2(Ls)) est borne´ par 2n d’apre`s la
proposition 2.1.2. 2
Nous de´finissons alors une fonction mesurable borne´e sur V par :
angle(x, {ft}) = infL∈Λ(V )xangle(L, {ft}).
Elle satisfait :







est donc un quasi-morphisme. Si l’application ϕ est modifie´e en une application ϕ′, comme
explique´ ci-dessus, la fonction angle se trouve change´e en la fonction angle′(L, {ft}) e´gale
a` :




ou` β de´signe la 1-forme ferme´e d( logχ2ipi ). Nous avons donc :∣∣∣∣angle′(x, {ft})− angle(x, {ft}) − ∫ 1
0
β(Xt)(ft(x))dt



















de notre quasi-morphisme ne de´pend donc pas du choix de l’application ϕ, et donc pas de
J . Il ne de´pend pas non plus du choix de la 1-forme α (ve´rifiant α(X) = 1 et dα = pi∗(ςω)).
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ou` la fonction ângle(−, {ft}) est de´finie presque partout par
ângle(x, {ft}) = limp→∞1
p
angle(x, {ft}p).
Nous calculons maintenant la restriction de S sur les isotopies a` support dans une boule
i : B ↪→ V .
The´ore`me 5 Si l’isotopie {ft} est a` support dans B, nous avons
S({ft}) = −τB,ω(f1) + ςCalB(f1).
Preuve : on fixe une trivialisation unitaire du fibre´ tangent au-dessus de B, et une trivia-
lisation du fibre´ en cercles M au-dessus de B. On note λ la primitive de ω sur B telle
que α = d( logz2ipi ) + ςλ dans cette trivialisation (z de´signe la coordonne´e sur le cercle).
L’application ϕ lue dans cette trivialisation est de la forme :
B × Λ(R2n) → B × S1
(x,L) 7→ (x, e2ipiκ(x,L) · det2
Rn
(L)−1)
pour une application κ : B×Λ(R2n)→ R. La pre´sence du terme det2
Rn
affecte´ de l’exposant
−1 est due au fait que nous avons explique´ plus haut : l’orientation du cercle S1 induite
par le ge´ne´rateur canonique de pi1(Λ(R
2n)) est l’oppose´e de celle induite par le champ de
Reeb de α.
On conside`re alors une isotopie hamiltonienne (ft) a` support contenu dans un compact
K de B, engendre´e par le champ de vecteurs Zt (avec ιZtω = −dH˜t, ou` H˜t est d’inte´grale
nulle sur V , constante hors de B). Nous avons d’une part :
ϕ(ft(x), dft · L) = (ft(x), e2ipiκ(ft(x),dft·L) · det2Rn(dft · L)−1)
et d’autre part :




eHu)(fu(x))du · e2ipiκ(x,L) · det2Rn(L)−1).
La valeur de angle(L, {ft}) est donc :
−∆(det2Rn(dft(x) · L)) +
∫ 1
0
(ςλ(Zt)− ςH˜t)(ft(x))dt + κ(f1(x), df1(x) · L)− κ(x,L).
En notant C le maximum de |κ| sur supp(f)× Λ(R2n), on a alors :∣∣∣∣angle(x, {ft}) + ∆(det2Rn(dft(x) · L))− ς ∫ 1
0
(λ(Zt)− H˜t)(ft(x))dt
∣∣∣∣ ≤ 2C + 2n.
Hors de la boule B la fonction angle(x, {ft}) est e´gale a` −ς
∫ 1
0 H˜t(ft(x))dt. En tenant
compte de l’ine´galite´ |∆(det2
Rn
(dft(x) · L))− Φ({dft(x)})| ≤ 2n, nous obtenons :
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∣∣∣∣∫
V










∣∣∣∣ ≤ (2C + 4n)vol(B).
La meˆme estimation reste vraie pour les ite´re´s de f car leur support est contenu dans celui






n− τB,ω(f1) = ςCal(f1)− τB,ω(f1).
2
2.3 Invariant de Polterovich
2.3.1 Construction
Dans [100], Polterovich a introduit un homomorphisme I de´fini sur le groupe fonda-
mental du groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une varie´te´ symplectique mono-
tone. Nous allons voir maintenant que le quasi-morphisme S e´tend l’homomorphisme I (a`
une constante multiplicative pre`s) :
Proposition 2.3.1 Soit ft : V → V (0 ≤ t ≤ 1) un lacet de diffe´omorphismes hamilto-
niens. Alors : S({ft}) = vol(V ) · I({ft}) (ou` vol(V ) de´signe le volume de V pour la forme
volume ωn).
Notons qu’il n’est pas surprenant que la restriction du quasi-morphisme homoge`ne S
au groupe pi1(GV ) soit un homomorphisme : le groupe fondamental d’un groupe topolo-
gique est toujours abe´lien, et un quasi-morphisme homoge`ne sur un groupe abe´lien est
un homomorphisme, comme nous l’avons vu avec le lemme 1.2.5. Avant de prouver cette
proposition, nous commenc¸ons par rappeler la de´finition de l’invariant I, telle qu’elle est
donne´e dans [100].
Choisissons un point x de V et conside´rons le lacet γx(t) = ft(x). Expliquons d’abord
pourquoi ce lacet est toujours contractile. Puisque tous les lacets γx lorsque x parcourt
V , sont librement homotopes, il suffit d’e´tablir que l’un d’entre eux est contractile. Fixons
T ∈ [0, 1] suffisamment proche de 1, pour que chacun des chemins (ft(x))T≤t≤1 (x ∈ V ) soit
contenu dans une partie ge´ode´siquement convexe de V (pour une me´trique riemannienne
fixe´e). D’apre`s la preuve de la conjecture d’Arnold, on peut trouver un point fixe contractile
x0 pour l’isotopie hamiltonienne (ft)0≤t≤T . Le lacet
γx0 = (ft(x0))0≤t≤T ∗ (ft(x0))T≤t≤1
est donc contractile. Remarquons que l’usage de la preuve de la conjecture d’Arnold est
le seul point non-e´le´mentaire sur lequel repose la de´finition de cet invariant. Le reste de la
construction est tre`s simple. Bien suˆr, dans le cas ou` la varie´te´ V est simplement connexe,
il n’est pas ne´cessaire d’invoquer l’argument ci-dessus.
Si x est dans V , choisissons maintenant une application lisse
u : D := {(x, y) ∈ R2, |x|2 + |y|2 ≤ 1} → V
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dont la restriction au bord du disque co¨ıncide avec le lacet γx, c’est-a`-dire :
u(e2ipit) = ft(x).
Cette application nous permet d’une part de de´finir l’action de x :







ou` Ht : V → R est le hamiltonien normalise´ qui engendre l’isotopie hamiltonienne ft.
D’autre part elle nous permet de de´finir l’indice de Maslov du flot line´arise´ le long de
l’orbite de x :
dft(x) : TxV → Tft(x)V.
Fixons une trivialisation symplectique du fibre´ u∗TV → D. Dans cette trivialisation, la
courbe dft(x) devient un lacet de matrices symplectiques αu(t) ∈ Sp(2n,R). On de´finit
l’indice de Maslov de cette orbite pe´riodique (dans cette trivialisation) comme µ(x, u) =
Φ([αu]).
Suivant [100], nous de´finissons alors :
I({ft}) = ςA (x, u)− µ(x, u).
Nous allons maintenant ve´rifier successivement les trois faits suivants :
– le nombre I({ft}) ne de´pend ni du choix du disque u : D→ V , ni du point x ∈ V ,
– le nombre I({ft}) ne de´pend que de la classe d’homotopie du lacet de diffe´omorphismes
{ft},
– l’application I : pi1(GV )→ R est un homomorphisme.
Supposons que u1, u2 : D→ V soient deux applications lisses qui e´tendent l’application
e2ipit 7→ ft(x). Nous avons alors :






u∗2ω = 〈[ω], A〉,
ou` A est la classe d’homologie de la sphe`re obtenue en recollant u1 et u2 sur leur bord
(et en inversant l’orientation du second disque). Maintenant, supposons donne´es deux




2n ×D → u∗1TV
ϕ2 : R
2n ×D → u∗2TV.
Il existe alors une application K : S1 → Sp(2n,R) telle que
ϕ−12 ◦ ϕ1(e2ipit, v) = (e2ipit,K(e2ipit)(v))
(v ∈ R2n). On en de´duit l’e´galite´ µ(x, u1)− µ(x, u2) = −Φ([K]). Nous avons donc :
(ςA (x, u1)− µ(x, u1))− (ςA (x, u2)− µ(x, u2)) = 〈ς[ω], A〉 +Φ([K]).
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Il n’est pas difficile de s’assurer que l’entier Φ([K]) est e´gal a` −〈2c1(V ), A〉. Nous avons
donc 〈ς[ω], A〉 + Φ([K]) = 0, et la quantite´ ςA (x, ui) − µ(x, ui) ne de´pend pas du disque
ui.
Choisissons maintenant deux points x1, x2 dans V , et un chemin γ : [0, 1] → V telle
que γ(0) = x1 et γ(1) = x2 (nous noterons γ(s) = γs). Soit u1 : D → V une application
telle que u1(e
2ipit) = ft(x1). Nous de´finissons une application :
u2 : D ∪ {z ∈ C, 1 ≤ |z| ≤ 2} → V
par : u2(z) = u1(z) si z ∈ D, et u2(se2ipit) = ft(γs−1) (1 ≤ s ≤ 2). Il est alors clair que
µ(x1, u1) = µ(x2, u2). Nous devons donc nous assurer que A (x1, u1) = A (x2, u2). Mais







Preuve : il suffit d’e´crire que




et d’appliquer le the´ore`me de Stokes. 2
Nous avons maintenant acheve´ de prouver le premier fait ci-dessus. La preuve du second
fait est tre`s similaire : supposons donne´e une famille a` deux parame`tres de diffe´omorphismes
hamiltoniens (ft,s)t∈S1,s∈[0,1], avec f0,s = 1l pour tout s. Nous allons montrer que
I({ft,0}t∈S1) = I({ft,1}t∈S1).
Choisissons x ∈ V et une application u0 : D → V telle que u0(e2ipit) = ft,0(x). Pour
calculer l’action et l’indice de Maslov de l’orbite de x pour le lacet de diffe´omorphismes
(ft,1) nous choisissons alors l’application u1 : D ∪ {z ∈ C, 1 ≤ |z| ≤ 2} → V qui co¨ıncide
avec u0 sur D et telle que u1(se
2ipit) = ft,s−1(x). On ve´rifie alors comme pre´ce´demment
que l’action de x pour le lacet (ft,0), calcule´e avec le disque u0 est e´gale a` l’action de x pour
le lacet (ft,1), calcule´e avec le disque u1. Ceci assure que I({ft,0}t∈S1) = I({ft,1}t∈S1).
Il n’est pas difficile de s’assurer que I est effectivement un homomorphisme. Lorsque
V est la sphe`re S2, le groupe pi1(GS2) est isomorphe a` Z/2Z [111] et l’homomorphisme I
est donc identiquement nul. A titre d’exemple, nous allons ve´rifier explicitement que cet
invariant s’annule pour un lacet de rotations sur S2.
Exemple. Conside´rons la sphe`re S2, identifie´e a` CP1 = C ∪ {∞}, munie de la forme




, dont l’aire totale est 2. On a alors [Ω] = c1(CP
1) et ς = 2. Notons
ft(z) = e
2ipit · z. Le hamiltonien normalise´ qui engendre (ft) s’e´crit
H(z) =
|z|2 − 1
|z|2 + 1 .
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Notons x∗ = 0 ∈ C et u∗ le disque constant e´gal a` x∗. L’indice de Maslov µ(x∗, u∗) est
e´gal a` 2, et l’action A (x∗, u∗) vaut −H(0) = 1. Nous avons donc bien :
I({ft}) = 2A (x∗, u∗)− 2 = 0.
Nous prouvons maintenant la proposition 2.3.1. Fixons un point x ∈ V . Choisissons
une application u : D → V telle que u(e2ipit) = ft(x). Nous pouvons alors conside´rer les
fibre´s u∗Λ(V ) → D et u∗M → D. Nous noterons αu la 1-forme diffe´rentielle induite par
α sur u∗M , et ϕu : u
∗Λ(V )→ u∗M l’application induite par l’application ϕ : Λ(V )→M .
Nous fixons une trivialisation :
ψ : u∗M → D× S1.
On peut alors e´crire, dans cette trivialisation : αu = ds + λ (ou` s de´signe la coordonne´e
sur le cercle S1 identifie´ a` R/Z et λ est une primitive de u∗(ςω) sur le disque D).
Choisissons un lagrangien L ∈ pi−1Λ (x) au-dessus de x. Nous identifions les courbes
dft(x)(L) et Θ(ft)(x) a` des courbes contenues respectivement dans les fibre´s u
∗Λ(V )→ D
et u∗M → D. E´crivons :
Θ(ft)(ϕu(L)) = ψ(ft(x), e
2ipiϑ1(t))
ϕu(dft(x)(L)) = ψ(ft(x), e
2ipiϑ2(t)).
Nous allons ve´rifier que la quantite´ (ϑ2(1) − ϑ2(0))− (ϑ1(1)− ϑ1(0)) ne de´pend que de x
et pas du choix du lagrangien L ∈ pi−1Λ (x), ce qui assurera que
angle(x, {ft}) = (ϑ2(1)− ϑ2(0)) − (ϑ1(1) − ϑ1(0)).











= −ςA (x, u).




angle(−, {ft})ωn = vol(V ) · I({ft})
(l’inte´grale de la fonction angle(−, {ft}) est de´ja` e´gale a` la valeur du quasi-morphisme
homoge´ne´ise´ dans ce cas).
2.3.2 Un exemple
Pour conclure ce paragraphe, nous allons maintenant de´crire en de´tails un exemple de
varie´te´ symplectique pour laquelle l’homomorphisme I n’est pas trivial. Cet exemple est
tire´ de [100].
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Nous noterons CCP1 → CP1 le fibre´ trivial C×CP1 et T → CP1 le fibre´ tautologique :
T = {(d, v) ∈ CP1 ×C2, v ∈ d}.
Conside´rons alors le fibre´ CCP1 ⊕ T . Un e´le´ment de CCP1 ⊕ T sera note´ (d, z, v), ou`
d ∈ CP1, z ∈ C, et v ∈ d ⊂ C2. Nous allons conside´rer la varie´te´ X = P(CCP1 ⊕ T ).
Il n’est pas difficile de ve´rifier que X est biholomorphiquement e´quivalente au plan
projectif CP2 e´clate´ en un point : notons (e0, e1, e2) la base canonique de C
3 (on identifie
alors C2 au sous-espace engendre´ par e2 et e3) et [z0e0 + z1e1 + z2e2] les points de CP
2.
L’e´clate´ de CP2 au point [e0] sera note´ CP
2
[e0]
, et E ⊂ CP2[e0] de´signera le diviseur
exceptionnel. Dans la carte affine {z0 6= 0}, l’espace tangent au point [e0] ∈ CP2 s’identifie
a` C2, nous pouvons donc identifier le diviseur exceptionnel E a` CP1.
L’application :
φ : [(d, z, v)] 7→
{
[ze0 + v] ∈ CP2 si v 6= 0
d ∈ E si v = 0
est un diffe´omorphisme holomorphe entre X et CP2[e0]. Nous noterons p1 : X → CP1
la projection (d, z, v) 7→ d et p2 : X → CP2 l’application obtenue en composant φ
avec la projection naturelle CP2[e0] → CP2. Enfin, nous noterons ωFS,n la forme sym-
plectique de Fubini-Study sur CPn (normalise´e pour eˆtre d’inte´grale pi sur une droite).
Rappelons sa de´finition. Nous conside´rons la forme symplectique standard ω0 de C
n+1.
Si p : S2n+1 → CPn est la projection canonique de la sphe`re unite´ de Cn+1 vers CPn, la
forme ωFS,n est l’unique 2-forme telle que ω0 = p
∗ωFS,n sur la sphe`re S
2n+1.








Il n’est pas difficile de ve´rifier que Ω est une forme symplectique et que [Ω] = pi3 c1(X) (voir
[59]). Nous avons donc ς = 6
pi
dans cet exemple. Conside´rons alors l’action du cercle sur
X de´finie par :
ft([(d, z, v)]) = [(d, e
2ipit · z, v)].
Cette action pre´serve bien suˆr la forme symplectique Ω, elle est donc hamiltonienne. Nous
noterons Z le champ de vecteurs qui l’engendre. Nous allons maintenant e´tablir la :
Proposition 2.3.3 I({ft}) = −13 .
Conside´rons le plongement symplectique suivant :
ψ : (B4(1), ω0) → (CP2, ωFS,2)
(z0, z1) 7→ [z0e0 + z1e1 +
√
1− |z0|2 − |z1|2e2],
ou` B4(1) est la boule unite´ euclidienne de R4. L’image de ψ co¨ıncide bien suˆr avec l’image
d’une carte affine standard : c’est l’ouvert {z2 6= 0}. Mais le parame´trage par la boule
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unite´ de C2 permet d’exprimer plus simplement la forme symplectique de Fubini-Study
dans ces coordonne´es. Puisque
(z0, z1,
√
1− |z0|2 − |z1|2) ∈ S5 ⊂ C3,
il est imme´diat que ψ∗ωFS,2 co¨ıncide avec la forme symplectique standard ω0 = dx0∧dy0+
dx1 ∧ dy1. Notons e´galement que, puisque l’image de ψ e´vite [e0], nous identifierons B4(1)
a` un ouvert de X (plus pre´cise´ment, a` son image par p−12 ◦ψ). Dans ces coordonne´es, nous
avons
ft(z0, z1) = (e
2ipit · z0, z1)




1ωFS,1. La projection p1 : B
4(1)→ CP1 s’e´crit p1(z0, z1) = z1√
1−|z0|2−|z1|2
.
Puisque chaque orbite de l’isotopie ft que nous conside´rons est contenue dans une fibre
de p1, le calcul du hamiltonien H qui engendre cette action ne pre´sente pas de difficulte´.
Nous avons :







1ωFS,1 est nul). Nous obtenons aise´ment que, dans la boule B
4(1), H(z0, z1) =
2pi
3 |z0|2. Le point x∗ = (0, 0) ∈ B4(1) est fixe sous l’action de ft, nous allons donc l’utiliser
pour calculer la quantite´ I({ft}). L’application u : D→ X qui apparaˆıt dans la de´finition
de l’invariant I peut bien entendu eˆtre choisie constante e´gale a` x∗.
Lemme 2.3.4 Si ux∗ : D → X de´signe l’application constante e´gale a` x∗, l’indice de
Maslov µ(x∗, ux∗) est e´gal a` 2.
Preuve : la diffe´rentielle de ft en x∗, lue dans les coordonne´es (z0, z1) ci-dessus est l’appli-







L’indice de maslov µ(x∗, u∗) est le degre´ de l’application du cercle dans lui-meˆme de´finie
par t ∈ R/Z 7→ det2
C
(At). On a donc bien µ(x∗, u∗) = 2. 2
Notant H˜ : X → R la fonction qui diffe`re de H par une constante et est de moyenne
nulle sur X : ∫
X
H˜Ω ∧ Ω = 0.
L’action du point fixe x∗ calcule´e par rapport au disque constant ux∗ est −H˜(x∗). Nous
avons donc l’expression :
I({ft}) = − 6
pi
H˜(x∗)− 2.
La seule chose qu’il nous reste a` calculer est donc la valeur moyenne de H. Il n’est pas
difficile de ve´rifier que sur B4(1), la 2-forme p∗1ωFS,1 s’e´crit (en notant z0 = x0 + iy0 et
z1 = x1 + iy1) :
dx1 ∧ dy1
1− |z0|2 +Adx0 ∧ dy1 +Bdx0 ∧ dx1 + Cdy0 ∧ dx1 +Ddy0 ∧ dy1.
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Les quatre derniers termes ont un produit exte´rieur nul avec ω0, nous obtenons par
conse´quent :
Ω ∧ Ω = 4
9






(ω0 ∧ ω0 + 1










Nous pouvons alors calculer l’inte´grale de H (dans les calculs qui suivent, nous noterons
ui = |zi|2) :
∫
X


















































Nous calculons de la meˆme manie`re le volume total de X :
∫
X
























La moyenne de H est donc 5pi18 . Dans les coordonne´es (z0, z1) pre´ce´demment introduites,







Nous obtenons bien I({ft}) = 6pi · 5pi18 − 2 = −13 , ce qui ache`ve la preuve de la proposi-
tion 2.3.3.
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Remarque. Dans [100], Polterovich obtient la valeur −pi18 . Ceci est duˆ au fait que dans
cet article, l’invariant I({ft}) est de´fini comme le nombre
A (x, u) − 1
ς
µ(x, u),
(pour un point x et un disque u quelconques), qui est e´gal a` 1
ς
fois l’invariant I tel que
nous l’avons de´fini. Puisque ς = 6
pi
dans notre exemple, nous obtenons bien un re´sultat
cohe´rent avec [100].
2.4 Hamiltoniens autonomes sur la sphe`re
Nous avons vu, avec les the´ore`mes 2 et 4, que la valeur de certains quasi-morphismes
sur les temps 1 des flots hamiltoniens associe´s a` des fonctions de Morse sur une surface S
(ou plus ge´ne´ralement, a` des fonctions commutant avec une fonction de Morse) peut eˆtre
exprime´e sous la forme ∫
S
Hdζ,
ou` H est le hamiltonien et ζ est une mesure signe´e sur S, de masse totale nulle (ceci
est bien suˆr ne´cessaire puisque l’ajout d’une constante a` H ne doit pas modifier la valeur
du quasi-morphisme). Cette mesure est de´termine´e par la donne´e de la fonction de Morse
d’une part, et de la forme d’aire d’autre part. Dans le cas du the´ore`me 2, la mesure ζ e´tait
de la forme : ∑
v∈V
δxv − µω,
ou` les xv sont les 2g−2 points critiques d’indice 1 correspondant aux sommets de l’ensemble
V contenu dans le graphe de Reeb (de´fini pre´ce´demment), et ou` µω est la mesure associe´e
a` une forme d’aire ω sur S (de volume total 2g− 2). Dans le cas du tore, dans l’e´nonce´ du











ou` les points xi sont les points critiques d’indice 1 correspondant aux sommets si du graphe




est la fonction indicatrice du domaine p−1
G
(Ti) ⊂ T2.
Nous allons maintenant calculer la valeur du quasi-morphisme S : GS2 → R sur les flots
associe´s a` des fonctions de Morse sur la sphe`re, et de´couvrir que, la` encore, nous obtenons
une expression de la forme S(ϕ1H ) =
∫
S2
Hdζ, pour une mesure signe´e ζ sur S2 ve´rifiant∫
S2
1dζ = 0. Nous commenc¸ons par de´crire la mesure dans ce cas.
Nous conside´rons donc, une dernie`re fois, une fonction de Morse F : S2 → R, dont
nous noterons x1, . . . , xl les points critiques et λj = F (xj) les valeurs critiques. Nous
supposerons celles-ci distinctes et ordonne´es : λ1 < · · · < λl. Comme pre´ce´demment, nous
disposons du graphe de Reeb G associe´ a` F , et d’une projection pG : S
2 → G. Comme nous
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l’avons de´ja` e´voque´ au paragraphe 1.2.2, nous pouvons alors calculer la caracte´ristique
d’Euler-Poincare´ de la sphe`re, a` partir du graphe G :




ou` la somme porte sur les sommets de G. Conside´rons alors une forme d’aire Ω sur S2,
d’aire totale e´gale a` 2. Nous pouvons alors reformuler l’e´galite´ ci-dessus de la manie`re










est de masse totale nulle. Ici, V0 de´signe l’ensemble des sommets de degre´ 1 de G, et V1
l’ensemble des sommets de degre´ 3. Nous notons toujours F l’espace des fonctions H sur
S2 qui commutent avec F : Ω(XF ,XH) = 0.





Dans le cas de la sphe`re S2, le fibre´ Λ(S2) conside´re´ pour construire le quasi-morphisme
S n’est autre que le quotient du fibre´ unitaire tangent par la relation d’e´quivalence (x, v) '
(x,−v) (en effet, en ge´ne´ral, le fibre´ Λ(V )→ V est forme´ par les lagrangiens non-oriente´s,
tangents a` V ). Sa classe d’Euler est e´gale a` 2c1(S
2) = 4. Nous avons donc 2[Ω] = 2c1(S
2) :
le parame`tre ς qui intervenait au paragraphe 2.2 est e´gal a` 2. Ainsi, dans le cas de la
sphe`re, l’application ϕ conside´re´e pour construireS, qui allait du fibre´ en grassmanniennes
lagrangiennes vers le fibre´ en cercles M de classe d’Euler 2c1(V ) n’est autre que l’identite´.
Ceci nous permet de de´crire plus “concre`tement” le quasi-morphisme S dans ce cas.
Si (ft) est une isotopie hamiltonienne sur la sphe`re, nous disposons de deux isotopies










Si d ∈ Λ(S2), les deux courbes dft(d) et Θ(ft)(d) sont toujours contenues dans une meˆme
fibre de l’application piΛ : Λ(S
2) → S2. On peut donc e´crire dft(d) = e2ipiϑ(d,t) · Θ(ft)(d).
La quantite´ ϑ(d, 1) − ϑ(d, 0) est, a` une erreur borne´e pre`s, constante sur chaque fibre de
piΛ. La fonction angle(−, f) : S2 → R de´finie au paragraphe 2.2 ve´rifie :
|angle(x, f)− (ϑ(d, 1) − ϑ(d, 0))| ≤ 2,
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La preuve du the´ore`me 6 suit la meˆme ligne que la preuve du the´ore`me 2 : nous
commenc¸ons par calculer la valeur de la fonction ângle(−, ϕ1H) presque partout sur S2,
puis nous l’inte´grons sur chacun des domaines p−1
G
(e) (ou e est une areˆte de G), enfin nous
sommons les diffe´rentes contributions obtenues sur les areˆtes de G.
Nous commenc¸ons par introduire quelques notations, qui sont similaires a` celles uti-
lise´es dans les paragraphes pre´ce´dents. Si H est dans F, nous noterons H˜ la fonction qui
diffe`re de H par une constante et est de moyenne nulle sur S2, pour la forme Ω. Comme
pre´ce´demment, nous fixons, pour chaque areˆte e de G, un diffe´omorphisme du cylindre
S1×]s−e , s+e [ sur l’ouvert p−1G (e) tel que Ω = ds ∧ dθ et XF (θ, s) = ϑF (s) ∂∂θ (avec ϑF > 0).
Si H ∈ F, le champ de vecteurs XH s’e´crit, sur p−1G (e), XH(θ, s) = ϑH(s) ∂∂θ . Nous noterons
sl le sommet de G associe´ au point xl. A chaque areˆte e nous associons e´galement un signe
(e) = ±1 de la manie`re suivante. Le nombre (e) vaut 1 si la fonction F croˆıt lorsque
l’areˆte e est parcourue en direction du sommet sl, et −1 dans le cas contraire.
Proposition 2.4.1 On a, presque partout sur p−1
G
(e) :










Preuve : notons U l’ouvert S2 \ {xl} et choisissons une trivialisation ψ : U ×S1 → pi−1Λ (U)
du fibre´ Λ(S2)→ S2 au-dessus de U . Nous pouvons identifier la sphe`re a` CP1 et l’ouvert
U a` C ⊂ CP1, et supposer que la section x 7→ ψ(x, 1) est e´gale a` la section de´finie par le
champ de vecteurs ∂
∂x
sur C. Dans la trivialisation ψ, la 1-forme α s’e´crit α = ds + λ, ou`
λ ve´rifie dλ = 2Ω. On peut e´crire :








(x))dt′ · e2ipi·2·t eH(x) · d)




Nous avons alors :






′ − 2tH˜(x))| ≤ 2,
d’ou` l’on de´duit :

















ne de´pend pas du point d ∈ S1. Nous pouvons donc choisir cette
direction en fonction du point x. Si l’on choisit d e´gale a` la direction du vecteur XF (x)
(note´e [XF (x)]), puisque l’on a
dϕtH(x)(XF (x)) = XF (ϕ
t
H(x)),
le nombre ϑ[XF (x)](p) est l’oppose´ du nombre de tours effectue´s par la droite [XF (ϕ
t
H(x))]
lorsque t varie de 0 a` p. Comme nous l’avons explique´ plus haut, ceci est duˆ au fait que




l’orientation de la fibre pi−1Λ (x) du fibre´ Λ(S
2) par le champ de Reeb de α, qui s’e´crit ∂
∂s
dans notre trivialisation, est l’oppose´ de l’orientation canonique de pi−1Λ (x) ' P(TxS2).
Dans les coordonne´es (s, θ) pre´ce´demment introduites, le flot ϕtH s’e´crit :






sont positivement proportionnels, le nombre ϑ[XF (x)](p) est e´gal
au signe pre`s, a` 2pϑH(s). Le facteur 2 vient du fait que nous comptons le nombre de
rotation de la direction du vecteur XF (ϕ
t
H(x)) qui est le double du nombre de rotation
du vecteur XF (ϕ
t
H(x)).
Pour obtenir ϑ[XF (x)](p) nous devons multiplier 2pϑH(s) par un signe ade´quat. Si
(e) = 1, le vecteur ∂
∂s
est oriente´ dans la direction du point xl, donc lorsque l’on identifie
U a` C, il “pointe vers l’infini” (ou encore a` l’exte´rieur de la courbe p−1
G
(pG(x)) ⊂ C)
et ϑ[XF (x)](p) = −2pϑH(s) dans ce cas. Le cas ou` (e) = −1 est repre´sente´ sur la fi-
gure 2-1. Dans ce cas le vecteur ∂
∂s
pointe a` l’inte´rieur de la courbe p−1
G
(pG(x)) et l’on





est e´gale a` −2(e)ϑH (s). 2
Nous pouvons maintenant calculer l’inte´grale de la fonction ângle(−, ϕ1H) sur la sphe`re.
Puisque la fonction H˜ est d’inte´grale nulle sur la sphe`re, nous conside´rons en fait l’inte´grale
de la fonction ângle(−, ϕ1H) + 2H˜ . Nous calculons alors se´pare´ment l’inte´grale du terme
−2(e)ϑH et celle du terme M
(
y 7→ ∫ 10 λ(XH)(ϕtH(y))dt).


























(nous avons utilise´, encore une fois, la formule suivante : λ(XH)Ω = d(Hλ)− 2HΩ et note´














































Les sommes sur la premie`re ligne de cette e´quation portent sur l’ensemble des areˆtes du









Il nous reste donc a` calculer les constantes C(v).
– Commenc¸ons par le cas ou` v est un extremum local de F . Si v est le sommet cor-
respondant au point xl, l’areˆte e correspondante ve´rifie (e) = 1 et nous obtenons
C(v) = −2. Si v correspond a` un minimum local, C(v) = 2(e). Puisque F de´croˆıt
lorsque l’on s’approche de v, on a (e) = 1 dans ce cas et donc C(v) = 2. On ve´rifie
de meˆme que pour un maximum local autre que le point xl la constante C(v) est
e´gale a` 2.
– Si v correspond a` un point critique d’indice 1 de F , notons e1, e2 et e3 les trois areˆtes
de G adjacentes a` v. On peut naturellement e´crire C(v) = C1 +C2 + C3 ou` le terme
Ci est e´gal a` −2δi · (ei)HG(eδii ) (ou` δi = ±1 et v = eδii ). Nous pouvons supposer
que l’areˆte e1 relie v au sommet sl = pG(xl) dans G. Les deux areˆtes e2 et e3 jouent
alors des roˆles syme´triques. Nous devons alors distinguer 4 cas, selon que F croˆıt ou
non le long de l’areˆte e1 oriente´e de v a` sl et selon que F est croissante le long de
une ou deux areˆtes parmi les ei, lorsque l’on s’approche du sommet v (voir la figure).
Par exemple dans le premier cas de la figure, nous avons : (e1) = 1, (e2) = −1,
(e3) = 1 et C1 = 2, C2 = −2, C3 = −2. Nous obtenons donc C(v) = −2. On ve´rifie
de meˆme que dans les trois cas restant on a C(v) = −2.
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Finalement, nous obtenons bien :











ce qui termine la preuve du the´ore`me 6.
Chapitre 3
Remarques autour de la
conjecture de Zimmer
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70 CHAPITRE 3. CONJECTURE DE ZIMMER
3.1 Pre´liminaires
3.1.1 Le programme de Zimmer
Nous commenc¸ons par une pre´sentation assez grossie`re du programme de Zimmer. Nous
renvoyons le lecteur aux textes [84, 118, 120] pour une exposition plus de´taille´e.
Conside´rons un groupe de Lie G, simple (c’est-a`-dire dont l’alge`bre de Lie est simple),
connexe, et a` centre fini. Un exemple est donne´ par le groupe SLn(R) des matrices n× n
a` coefficients re´els, dont le de´terminant est 1. La plupart des faits que nous allons e´voquer
se ge´ne´ralisent au cas ou` le groupe est semi-simple, mais nous nous contenterons du cas
simple, pour simplifier...
Un re´seau de G est un sous-groupe discret Γ ⊂ G tel que le quotient G/Γ soit de mesure
de Haar finie. Un exemple tre`s classique est le suivant. Le groupe SLn(Z) est un re´seau dans
le groupe SLn(R). Dans ce cas le quotient SLn(R)/SLn(Z) est non-compact. Le rang re´el
de G est la dimension maximale d’une sous-alge`bre abe´lienne de l’alge`bre de Lie g de G,
dont l’image par la repre´sentation adjointe est diagonalisable sur R. Notons que le rang de
SLn(R) est n−1 : dans l’alge`bre sln des matrices re´elles n×n de trace nulle, le sous-espace
de dimension n−1 forme´ des matrices diagonales est une sous-alge`bre abe´lienne maximale
dont l’action adjointe est diagonalisable. Concernant l’existence de re´seaux cocompacts,
c’est-a`-dire pour lesquels le quotient G/Γ est compact, le lecteur pourra consulter [19].
Dans les anne´es 70, les travaux de Margulis (voir [84]) ont mis en e´vidence de remar-
quables proprie´te´s des re´seaux de G, lorsque le rang re´el de G est supe´rieur ou e´gal a` 2.
Ce sont les fameux re´sultats de super-rigidite´ et d’arithme´ticite´, qui ont donne´ naissance
a` une intense activite´ dans ce domaine et a` de nombreuses ge´ne´ralisations. Rappelons-en
brie`vement la teneur. Nous supposons donc que Γ est un re´seau de G. Les re´sultats de
super-rigidite´ affirment que, sous certaines conditions, les homomorphismes de Γ dans un
groupe de Lie H, s’e´tendent continuˆment a` G. Par exemple, si φ : Γ→ H est un homomor-
phisme de Γ dans un groupe de Lie simple connexe H, si φ(Γ) est Zariski-dense dans H,
alors l’homomorphisme φ s’e´tend en un homomorphisme continu φ˜ : G→ H. Ce re´sultat
de super-rigidite´ permet ensuite d’e´tablir une classification des re´seaux en rang supe´rieur :
ils sont tous obtenus par des constructions arithme´tiques (comme, par exemple, SLn(Z)
qui est le groupe des points entiers du groupe alge´brique SLn(R), qui est de´fini sur Q).
Nous ne donnerons pas plus de de´tails sur le the´ore`me d’arithme´ticite´ de Margulis ici,
mais renvoyons a` [84] pour un e´nonce´ pre´cis. Enfin, citons e´galement un autre the´ore`me
de Margulis, sur lequel nous reviendrons plus loin. Il affirme que le groupe Γ est presque
simple, c’est-a`-dire que tout sous-groupe distingue´ de Γ est ou bien fini (et contenu dans
le centre de G) ou bien d’indice fini dans Γ.
Dans les anne´es 80, Zimmer a propose´ de ge´ne´raliser les re´sultats de super-rigidite´ de
Margulis a` un cadre non-line´aire. Il se place dans le cas ou` le groupeH n’est plus un groupe
de Lie de dimension finie, mais est remplace´ par le groupe Diff(V ) des diffe´omorphismes
d’une varie´te´ compacte V . L’ide´e ge´ne´rale est que les homorphismes ρ : Γ → Diff(V ) qui
sont non-triviaux (nous entendons par la`, d’image infinie) devraient (comme dans le cas
ou` H e´tait un groupe de Lie de dimension finie) s’e´tendre en des actions du groupe G tout
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entier sur la varie´te´ V (mais ce n’est pas toujours le cas), ou devraient du moins eˆtre de
nature alge´brique. Citons deux exemples tre`s classiques qui illustrent cette ide´e :
– Le groupe SLn(Z), qui est un re´seau dans le groupe de rang (n− 1) SLn(R), agit sur
la sphe`re Sn−1, par projectivisation de son action usuelle sur Rn.
– Le groupe SLn(Z) agit e´galement, en pre´servant le volume, sur le tore T
n (dans ce
cas, l’action ne s’e´tend pas a` SLn(R)).
Zimmer conjecture par exemple que, si le re´seau Γ agit de manie`re non-triviale sur une
varie´te´ V , la dimension de V devrait eˆtre assez grande, compare´e au rang de G. Plus
pre´cise´ment, on a les questions suivantes :
Si Γ agit fide`lement sur la varie´te´ V , a-t-on dimV ≥ rangG ?
Si Γ agit fide`lement sur la varie´te´ V en pre´servant le volume, a-t-on dimV ≥ rangG+ 1?
Dans le cas ou` ces ine´galite´s ne sont pas respecte´es, on s’attend a` ce que toute action de
Γ sur V transite par un quotient fini de Γ. Les deux exemples pre´ce´dents sont des cas
d’e´galite´ dans les deux ine´galite´s ci-dessus.
Le cas ou` la varie´te´ V est le cercle est maintenant relativement bien compris, graˆce aux
travaux de Burger et Monod [24], Ghys [56], Navas [92] et Witte [116]. Nous n’entrerons
pas dans le de´tail des re´sultats connus, mais renvoyons par exemple a` [57, 93] pour un
survol des re´sultats connus et des proble`mes ouverts concernant les actions de groupes sur
les varie´te´s unidimensionnelles.
3.1.2 Actions sur les surfaces : les re´sultats connus
Nous rappelons ici quels sont les re´sultats connus concernant les actions de re´seaux de
rang supe´rieur sur les surfaces (pour l’essentiel, nous parlerons d’actions qui pre´servent
l’aire, mais pas uniquement). Nous supposons donc toujours que Γ est un re´seau dans un
groupe de Lie simple (connexe, a` centre fini) de rang re´el supe´rieur ou e´gal a` 2.
Supposons donne´e une action ρ : Γ → Diff(Σ) du groupe Γ sur une surface compacte.
Si Σ est de genre g supe´rieur ou e´gal a` 1, nous pouvons composer ρ avec la projection de
Diff(Σ) sur Diff(Σ)/Diff0(Σ) (ou` Diff0(Σ) de´signe le groupe des diffe´omorphismes de Σ qui
sont isotopes a` l’identite´). Nous obtenons un morphisme ρˆ : Γ → MCG(g), ou` MCG(g)
de´signe le groupe modulaire de la surface Σ, c’est-a`-dire le quotient Diff(Σ)/Diff0(Σ).
Lorsque g = 1, ce groupe n’est autre que le groupe GL2(Z), et on peut montrer, en utilisant
le fait Γ a la proprie´te´ (T) (voir le paragraphe 3.2.1 pour des rappels concernant cette
proprie´te´) que tout morphisme de Γ dans GL2(Z) est d’image finie. Farb et Masur [40], en
utilisant les re´sultats de Kaimanovich et Masur [72], ont prouve´ qu’un tel homomorphisme
est encore d’image finie lorsque g ≥ 2. Une preuve alternative de ce fait (base´e sur la
construction de quasi-morphismes) a e´te´ ensuite de´couverte par Bestvina et Fujiwara [14].
Notant Γ0 le noyau de l’homomorphisme ρˆ, nous obtenons un homomorphisme ρ : Γ0 →
Diff0(Σ). Puisque Γ0 est d’indice fini dans Γ c’est encore un re´seau dans le groupe G.
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Nous sommes donc ramene´s a` e´tudier les actions de re´seaux (de rang supe´rieur) par
diffe´omorphismes isotopes a` l’identite´.
Dans [55], Ghys e´tudie les actions analytiques re´elles de certains re´seaux sur les surfaces
(sans supposer que l’action pre´serve une forme d’aire). Il montre par exemple qu’un sous-
groupe d’indice fini de SLn(Z), avec n ≥ 4, n’admet pas d’action analytique re´elle non-
triviale sur une surface compacte oriente´e diffe´rente du tore. Ce re´sultat a e´te´ e´tendu
au cas des actions sur le tore par Rebelo [105]. Remarquons que, la` encore, les re´sultats
obtenus corroborent les ine´galite´s conjecture´es par Zimmer entre le rang du groupe et la
dimension de la varie´te´, pour l’existence d’une action fide`le d’un re´seau : lorsque n ≥ 4,
SLn(Z) est un re´seau dans un groupe dont le rang est strictement supe´rieur a` 2. Pour
d’autres re´sultats concernant les actions analytiques re´elles, voir [41].
Passons maintenant au cas des actions pre´servant l’aire. On suppose donc donne´ un
morphisme ρ d’un re´seau Γ dans le groupe Diff0(Σ, ω) des diffe´omorphismes de Σ, isotopes
a` l’identite´ et qui pre´servent l’aire. Si le genre g de Σ est non-nul, nous pouvons conside´rer
l’homomorphisme Flux : Diff0(Σ, ω)→ Ag. Ici, Ag est isomorphe a` R2/Z2 si g = 1, et au
groupe H1(Σ,R) si g ≥ 2. En le composant avec ρ, nous obtenons un morphisme
Flux ◦ ρ : Γ→ Ag
vers un groupe abe´lien. Rappelons ici que le groupe Γ a la proprie´te´ que le quotient
Γ/[Γ,Γ]
est fini. Ceci est une conse´quence du fait que Γ a la proprie´te´ (T) de Kazhdan (nous
rappellerons au paragraphe suivant la de´finition et les principales conse´quences de cette
proprie´te´). En particulier, tout morphisme de Γ vers un groupe abe´lien a une image finie.
Le noyau Γ0 de l’homomorphisme Flux ◦ ρ est donc d’indice fini dans Γ, et agit par
diffe´omorphismes hamiltoniens sur Σ. Nous sommes donc ramene´s a` e´tudier les actions de
re´seaux par diffe´omorphismes hamiltoniens sur Σ : c’est la` le cœur du proble`me.
Les re´sultats existant dans ce cas, dus a` Polterovich d’une part [103], et a` Franks et
Handel d’autre part [47, 48], concernent tous les re´seaux non-uniformes, c’est-a`-dire, ceux
pour lesquels le quotient G/Γ n’est pas compact. Les preuves reposent alors sur deux
proprie´te´s du groupe Γ que nous rappelons maintenant.
• La premie`re est le re´sultat de Margulis de´ja` mentionne´ plus haut, qui est vrai pour
tous les re´seaux de G (uniformes comme non-uniformes) : le groupe Γ est presque simple.
Ainsi pour e´tablir qu’une action de Γ est triviale, il suffit, par exemple, d’exhiber un
e´le´ment d’ordre infini dans le noyau de l’action. Le noyau doit alors eˆtre d’indice fini,
autrement dit, l’action transite par un quotient fini de Γ.
• La seconde proprie´te´ utilise´e est particulie`re aux re´seaux non-uniformes. Elle est
relie´e a` la ge´ome´trie de Γ. Avant de la pre´senter, nous rappelons quelques faits classiques
de the´orie ge´ome´trique des groupes.
Si Λ est un groupe de type fini quelconque, et S un syste`me ge´ne´rateur fini et syme´trique
de Λ, on de´finit classiquement une “norme” | · | sur Λ en posant pour γ ∈ Λ :
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|γ| = inf{n, γ ∈ Sn},
(en convenant que S0 = {1}). On a bien suˆr les proprie´te´s suivantes :
– |γ| = |γ−1|,
– |γ1γ2| ≤ |γ1|+ |γ2|,
– |γ| = 0 si et seulement si γ = 1.
Il n’est pas difficile de s’assurer que si | · |1 et | · |2 sont deux normes associe´es a` deux
syste`mes ge´ne´rateurs finis quelconques S1 et S2 de Λ, il existe une constante C > 0 telle
que l’on ait :
1
C
|γ|1 ≤ |γ|2 ≤ C|γ|1,
pour tout γ de Λ. Nous appellerons me´trique des mots sur Λ une norme associe´e comme
ci-dessus a` un syste`me ge´ne´rateur fini quelconque de Λ.
Rappelons que si | · | est une me´trique des mots sur Λ et γ un e´le´ment quelconque de Λ,
la suite (|γp|)p≥0 est sous-additive, c’est-a`-dire ve´rifie :
|γn+p| ≤ |γn|+ |γp|.
Ceci implique que la suite (1
p











ou` | · | est une me´trique des mots quelconque sur Λ.
Notons que, d’apre`s la remarque qui pre´ce`de la de´finition, cette notion ne de´pend pas du
choix de la me´trique des mots sur Λ. On peut bien suˆr de´finir une notion analogue si Λ0
est un sous-groupe de type fini de Λ. Si | · |Λ0 et | · |Λ sont les me´triques associe´es a` des
syste`mes ge´ne´rateurs finis de Λ0 et Λ respectivement, on dit que Λ0 est non-distordu dans
Λ (“straight” en anglais) s’il existe une constante C > 0 telle que :
|γ|Λ ≥ C · |γ|Λ0 ,
pour tout γ ∈ Λ0. Dans le cas contraire on dit que Λ0 est distordu dans Λ. Notons
que l’ine´galite´ |γ|Λ ≤ D|γ|Λ0 (γ ∈ Λ0), pour une constante D, est toujours ve´rifie´e. Cette
notion a e´te´ introduite par Gromov dans [60]. Dans le cas ou` Λ0 est le sous-groupe cyclique
engendre´ par un e´le´ment d’ordre infini γ0, il n’est pas difficile de s’assurer que le sous-
groupe Λ0 est distordu si et seulement si l’e´le´ment γ0 est distordu au sens de la de´finition
ci-dessus.
Exemple. Nous mentionnons maintenant un exemple typique d’e´le´ment distordu dans
un groupe de type fini. Conside´rons le groupe de Heisenberg H3(Z). C’est le groupe forme´
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des matrices de la forme  1 x z0 1 y
0 0 1
 ,
ou` x, y, z sont dans Z. Il est engendre´ par les deux matrices
A =
 1 1 00 1 0
0 0 1
 et B =
 1 0 00 1 1
0 0 1
 .
Le commutateur C = [A,B] = ABA−1B−1 est e´gal a` la matrice 1 0 10 1 0
0 0 1
 ,
qui engendre le centre du groupe H3(Z). Il n’est pas difficile d’e´tablir par re´currence
l’e´galite´ suivante :
[Ak, Bl] = Ckl,
ou` k, l ∈N. En particulier, si l’on conside`re le groupe H3(Z) muni du syste`me ge´ne´rateur








L’e´le´ment C est donc distordu dans le groupe H3(Z) (il n’est pas difficile de s’assurer
que le meˆme phe´nome`ne se reproduit dans tout groupe nilpotent de type fini qui n’est
pas abe´lien). Puisque H3(Z) ⊂ SL3(Z), ceci assure e´galement que C est distordu dans le
groupe SL3(Z) : en effet partant d’un syste`me ge´ne´rateur quelconque S de SL3(Z), nous
pouvons lui ajouter les e´le´ments A et B pour obtenir un nouveau syste`me ge´ne´rateur S′.






Le meˆme argument assure que l’image d’un e´le´ment distordu par un homomorphisme entre
deux groupes de type fini est encore un e´le´ment distordu. Ainsi, pour tout n ≥ 3, SLn(Z)
contient un tel e´le´ment (puisque SLn(Z) contient un sous-groupe isomorphe a` SL3(Z) pour
n ≥ 3).
Remarque. On peut montrer que dans le groupe SL3(Z), l’e´le´ment C est distordu de
manie`re exponentielle, c’est-a`-dire que l’on a : |Cn| = O(log(n)), ou` | · | est une me´trique
des mots sur SL3(Z).
En fait, Lubotzky, Mozes et Raghunathan [83] ont prouve´ que le meˆme phe´nome`ne
se produisait dans tous les re´seaux non-uniformes, en rang supe´rieur : si Γ est un re´seau
3.1. PRE´LIMINAIRES 75
non-uniforme du groupe de Lie simple, connexe et a` centre fini G, de rang re´el supe´rieur
ou e´gal a` 2, alors Γ contient un e´le´ment distordu. Notons que la` encore, on a un re´sultat
analogue pour les groupes semi-simples. Le re´sultat de [83] est en fait beaucoup plus pre´cis
et affirme notamment que Γ contient un e´le´ment γ0 tel que :
|γn0 | = O(log(n)),
ou` | · | est une me´trique des mots fixe´e sur Γ.
Revenons maintenant aux actions hamiltoniennes sur les surfaces.
Conside´rons donc un morphisme ρ : Γ → GΣ ou` Γ est un re´seau comme ci-dessus et
GΣ est le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une surface ferme´e de genre g ≥ 1.
Dans ce cas Polterovich [103] d’abord, puis Franks et Handel [47, 48] par une me´thode
diffe´rente, ont prouve´ que le morphisme ρ est ne´cessairement d’image finie. La strate´gie
ge´ne´rale est commune a` leurs deux preuves. Il s’agit de montrer qu’un diffe´omorphisme
f ∈ GΣ distinct de l’identite´, a une dynamique qui “croˆıt au moins line´airement”. Plus
pre´cise´ment, dans [103], cela se traduit par la construction d’une fonction w : GΣ → R+
telle que, pour tout f ∈ GΣ, f 6= 1l, il existe  > 0 tel que w(fn) ≥ n, et, si Λ ⊂ GΣ est
un groupe de type fini muni d’une me´trique des mots | · |, il existe une constante C telle
que :
w(f) ≤ C|f |, (f ∈ Λ).
Nous de´crivons brie`vement , suivant [103], comment construire une telle fonction lorsque
la surface Σ est de genre g ≥ 2. Conside´rons donc un diffe´omorphisme f ∈ GΣ, f 6= 1l.
Soit (Ht) un hamiltonien engendrant une isotopie (ft) de l’identite´ a` f . On lui associe









ou` u : D → Σ est une application telle que u(e2ipit) = γ(t). On montre alors qu’un lacet
contractile γ est un point critique de A si et seulement si γ est de la forme γ(t) = ft(x) ou`
x est un point fixe du diffe´omorphisme f1 = f . L’ensemble Crit(A) des valeurs critiques
de A est un compact de R qui ne de´pend que du diffe´omorphisme f et pas du choix de
l’isotopie reliant l’identite´ a` f (voir [71, 109]). On de´finit alors, suivant [103] :
w(f) = diame`tre (Crit(A)) .
Notons que si γ(t) = ft(x) est un lacet contractile qui est un point critique de A, l’action
pour l’isotopie ft ∗ ft ◦ f ∗ · · · ∗ ft ◦ fn−1 du lacet γ parcouru n fois est e´gale a` nA(γ). On
en de´duit imme´diatement :
w(fn) ≥ nw(f).
Le point difficile est alors d’e´tablir que w(f) > 0 lorsque f est diffe´rent de l’identite´.
Mais ceci est une conse´quence d’un re´sultat de Schwarz [109]. La suite w(fn) croˆıt donc
line´airement. Le fait que la restriction de w a` un groupe de type fini soit controle´e par une
me´trique des mots sur le groupe se prouve de manie`re e´le´mentaire (voir [103]).
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Bien suˆr les proprie´te´s d’une telle fonction interdisent l’existence d’un sous-groupe de
type fini de GΣ contenant un e´le´ment distordu. Ainsi, une fois l’existence d’une telle fonc-
tion acquise, nous obtenons que le morphisme ρ : Γ→ GΣ conside´re´, envoie ne´cessairement
l’e´le´ment distordu γ0 ∈ Γ fourni par le the´ore`me de Lubotzky, Mozes et Raghunathan,
sur l’identite´. Le noyau de ρ est donc infini (il contient γ0). Il est donc d’indice fini par le
the´ore`me de Margulis de´ja` mentionne´. Autrement dit, le groupe ρ(Γ) est fini. Une autre
conse´quence de l’existence de la fonction w est que tout sous-groupe nilpotent, de type
fini, du groupe GΣ est abe´lien.
Mentionnons que la me´thode de Franks et Handel s’applique encore lorsque la surface
Σ est la sphe`re S2, dans le cas particulier ou` Γ contient un sous-groupe isomorphe au
groupe H3(Z) (c’est par exemple le cas si Γ est un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z)
avec n ≥ 3).
Le cas des actions de re´seaux cocompacts reste ouvert a` ce jour. Dans ce cas, il n’existe
pas d’e´le´ment distordu dans le groupe, et on ne peut appliquer l’approche pre´ce´dente.
Dans la suite de ce chapitre, nous pre´sentons quelques remarques autour de ce proble`me.
Dans le paragraphe 3.2, nous introduisons certaines proprie´te´s cohomologiques satisfaites
par un re´seau de rang supe´rieur Γ. Nous discutons ensuite comment ces proprie´te´s de Γ
imposent des contraintes sur la dynamique individuelle de chaque diffe´omorphisme dans
le groupe ρ(Γ), si ρ : Γ → GΣ est une hypothe´tique action hamiltonienne de Γ sur une
surface ferme´e Σ.
3.2 The´ore`mes d’annulation et conse´quences
3.2.1 Cohomologie a` valeurs dans une repre´sentation unitaire
Conside´rons un groupe discret Γ agissant par isome´tries (line´aires) sur un espace de
Hilbert re´el H . Autrement dit nous conside´rons un homomorphisme pi : Γ → U(H ), ou`
U(H ) de´signe le groupe des ope´rateurs unitaires deH . Un tel homomorphisme est appele´
repre´sentation unitaire de Γ.
Exemple. Supposons que Γ agisse sur un espace de probabilite´ (X,µ) en pre´servant
la mesure µ. Si f ∈ L2(X,µ) est une fonction mesurable de carre´ inte´grable sur X, notons
pi(γ)(f) = f ◦ γ−1. La fonction f ◦ γ−1 est e´galement de carre´ inte´grable, et l’application
line´aire
pi(γ) : L2(X,µ)→ L2(X,µ)
ainsi de´finie est une isome´trie. Nous obtenons donc une repre´sentation unitaire de Γ a`
valeurs dans l’espace L2(X,µ). Cette construction est la principale source d’exemples que
nous allons conside´rer par la suite.
Nous allons maintenant effectuer des rappels sur les diffe´rents groupes de cohomologie
associe´s a` une repre´sentation unitaire de Γ. Nous renvoyons le lecteur a` [23, 64] pour une
introduction plus de´taille´e a` la cohomologie des groupes en ge´ne´ral, et a` [61, 88] pour ce
qui touche a` la cohomologie borne´e.
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Nous noterons C (Γn,H ) l’espace des applications de Γn dans H . Soit c : Γ×Γ→H
une application. Le cobord de c est l’application d2c : Γ× Γ× Γ→H de´finie par :
d2c(γ1, γ2, γ3) = pi(γ1)(c(γ2, γ3))− c(γ1γ2, γ3) + c(γ1, γ2γ3)− c(γ1, γ2).
On de´finit de meˆme le cobord d’une application c : Γ → H comme e´tant l’application
d1c ∈ C (Γ2,H ) de´finie par :
d1c(γ1, γ2) = pi(γ1)(c(γ2)) + c(γ1)− c(γ1γ2),
et le cobord d’un e´le´ment v ∈H comme e´tant l’application d0v ∈ C (Γ,H ) de´finie par :
d0v(γ) = pi(γ)(v) − v.
Un calcul facile permet de ve´rifier que d2 ◦ d1 = 0 et d1 ◦ d0 = 0. On peut bien suˆr de´finir
par une formule analogue un ope´rateur de cobord dn : C (Γn,H ) → C (Γn+1,H ), pour
tout entier n, de sorte que dn+1 ◦ dn = 0. On obtient alors un complexe diffe´rentiel gradue´
(C (Γn,H ), dn)n≥0 dont on peut conside´rer la cohomologie. Cependant, nous n’aurons
besoin que des groupes de cohomologie de degre´ 1 et 2.
Classiquement, nous dirons qu’une application c ∈ C (Γn,H ) est un cocycle (ou n-
cocycle), si dnc = 0 et noterons Zn(Γ, pi) ⊂ C (Γn,H ) l’espace des n-cocycles. Nous
noterons e´galement Bn(Γ, pi) ⊂ Zn(Γ, pi) l’espace des cobords d’applications de Γn−1 dans
H :
Bn(Γ, pi) = {dn−1c, c ∈ C (Γn−1,H )}.
Nous avons ainsi :
– Un vecteur v ∈H (conside´re´ comme une application de Γ0 dans H ) est un cocycle
si et seulement si c’est un point fixe pour l’action de Γ sur H .
– Une application c : Γ→H est un 1-cocycle si et seulement si elle ve´rifie :
c(γ1γ2) = pi(γ1)(c(γ2)) + c(γ1).
Le premier groupe de cohomologie de Γ a` valeurs dans pi est alors le quotient :
H1(Γ, pi) = Z1(Γ, pi)/B1(Γ, pi).
De manie`re identique, le second groupe de cohomologie de Γ a` valeurs dans pi est le
quotient :
H2(Γ, pi) = Z2(Γ, pi)/B2(Γ, pi).
Nous allons maintenant de´finir le second groupe de cohomologie borne´e de Γ, a`
valeurs dans la repre´sentation pi. Nous noterons Cb(Γ
n,H ) l’espace des applications c :
Γn →H qui sont uniforme´ment borne´es, c’est-a`-dire pour lesquelles la quantite´
|c|∞,Γn = sup ||c(γ1, . . . , γn)||
(ou` (γ1, . . . , γn) de´crit Γ
n) est finie. Il n’est pas difficile de ve´rifier que le cobord d’une
application borne´e est borne´. C’est une conse´quence de la forme explicite de l’ope´rateur
dn (que nous n’avons de´crit qu’en petit degre´...). Par exemple, si c : Γ → H est une
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application borne´e, nous avons |d1c|∞,Γ2 ≤ 3|c|∞,Γ. L’application d1c : Γ × Γ → H est
donc un 2-cocycle borne´.
La famille (Cb(Γ
n,H ), dn)n≥0 est donc un sous-complexe du complexe (C (Γ
n,H ), dn)n≥0.
Sa cohomologie est la cohomologie borne´e de Γ a` valeurs dans pi. Nous noterons Znb (Γ, pi) ⊂
Zn(Γ, pi) l’espace des 2-cocycles borne´s et Bnb (Γ, pi) ⊂ Znb (Γ, pi) l’espace des cobords d’ap-
plications borne´es de Γn−1 dans H . Le n-ie`me groupe de cohomologie borne´e de Γ a`
valeurs dans pi est donc le quotient :





Nous expliquerons un peu plus loin pourquoi le groupe H1b (Γ, pi) est toujours trivial. Le
seul groupe de cohomologie borne´e que nous aurons a` conside´rer sera le groupe H2b (Γ, pi).
Nous disposons bien suˆr d’une application naturelle
H2b (Γ, pi)→ H2(Γ, pi),
induite par l’inclusion de Z2b (Γ, pi) dans Z
2(Γ, pi). Cette application est parfois appele´e
application de comparaison (voir [88]). Suivant [88], nous noterons EH2b (Γ, pi) ⊂ H2b (Γ, pi)
le noyau de cette application. Le “E” signifiant bien suˆr exact : l’espace EH2b (Γ, pi) est
forme´ des classes de cohomologie borne´e (de degre´ 2), qui sont exactes en cohomologie
usuelle. Plus pre´cise´ment, nous allons e´tablir la proposition suivante. C’est un analoque
du fait que l’espace des quasi-morphismes homoge`nes modulo les homomorphismes est
isomorphe au noyau de l’application H2b (Γ,R) → H2(Γ,R) (que nous avons rencontre´
dans l’introduction ainsi qu’au paragraphe 1.1.3).
Proposition 3.2.1 L’espace EH2b (Γ, pi) s’identifie au quotient :
{u ∈ C (Γ,H ), |d1u|∞,Γ2 <∞}/
(
Z1(Γ, pi) + Cb(Γ,H )
)
.
Preuve : soit u ∈ C (Γ,H ) telle que |d1u|∞,Γ2 <∞. L’application d1u de´finit un 2-cocycle
borne´, et donc une classe de cohomologie borne´e ϕ(u) = [d1u] ∈ H2b (Γ, pi). La classe
ϕ(u) est triviale en cohomologie usuelle puisqu’elle est repre´sente´e par le cobord d’une
application de Γ dans H . Nous avons donc une application surjective :
ϕ : {u ∈ C (Γ,H ), |d1u|∞,Γ2} → Ker(H2b (Γ, pi)→ H2(Γ, pi)).
De´crivons son noyau. Si la classe ϕ(u) est triviale, il existe v ∈ Cb(Γ,H ) tel que d1u = d1v.
La fonction w = u− v est donc un 1-cocycle : d1w = 0. Nous avons donc bien :
u = w + v, w ∈ Z1(Γ, pi), v ∈ Cb(Γ,H ).
Re´ciproquement, pour toute fonction u dans Z1(Γ, pi)+Cb(Γ,H ), la classe ϕ(u) est triviale.
Le noyau de ϕ s’identifie donc bien a` la somme Z1(Γ, pi) + Cb(Γ,H ). 2
En 1967, Kazhdan [74] a introduit une proprie´te´ portant sur la structure de l’espace des
repre´sentations unitaires d’un groupe topologique G, appele´e maintenant proprie´te´ (T).
Nous ne donnerons pas la de´finition originale de cette proprie´te´, mais une de´finition qui lui
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est e´quivalente (pour les groupes localement compacts et σ-compacts du moins), d’apre`s
un the´ore`me de Delorme et Guichardet (voir [30, 65], ou [67]). Cette de´finition e´quivalente
fait intervenir les groupes de cohomologie H1(G,pi) associe´s aux repre´sentations unitaires
pi de G.
De´finition 3 Le groupe G a la proprie´te´ (T) de Kazhdan si, pour toute repre´sentation
unitaire pi de G sur un espace de Hilbert re´el H , le groupe H1(G,pi) est trivial.
Mentionnons que, dans le cas ou` G est un groupe topologique, nous ne conside´rons que
des repre´sentations unitaires continues (l’application g ∈ G 7→ pi(g)(v) ∈ H est continue
pour tout v ∈H ) et des applications continues Gn →H pour de´finir la cohomologie de
G a` valeurs dans une repre´sentation unitaire sur l’espace de Hilbert H .
Nous mentionnons maintenant quelques faits importants relie´s a` la proprie´te´ (T).
– Si G est un groupe localement compact et Γ ⊂ G un re´seau de G, alors G a la
proprie´te´ (T) si et seulement si Γ a la proprie´te´ (T).
– Si G est un groupe de Lie, simple, a` centre fini, connexe, de rang re´el supe´rieur ou
e´gal a` 2, le groupe G a la proprie´te´ (T) [29, 74]. Ainsi tout re´seau de G a la proprie´te´
(T) (il existe e´galement un e´nonce´ analogue pour les groupes semi-simples). Notons
que cette notion fut introduite par Kazhdan, pre´cise´ment pour e´tudier les proprie´te´s
des sous-groupes discrets des groupes de Lie. Pendant tre`s longtemps, les groupes de
Lie et leurs re´seaux ont d’ailleurs fourni les seuls exemples connus de groupes ayant
la proprie´te´ (T), jusqu’a` ce que la situation change re´cemment avec l’apparition de
nouveaux exemples (voir [114] pour un panorama des re´sultats re´cents).
– Si Γ est un groupe discret de´nombrable ayant la proprie´te´ (T), alors Γ est de type
fini et le groupe [Γ,Γ] est d’indice fini dans Γ. Ceci a par exemple permis de mon-
trer que les groupes fondamentaux de certaines varie´te´s riemanniennes localement
syme´triques de volume fini, sont de type fini (ce qui n’est pas trivial lorsque la
varie´te´ est non-compacte).
Nous renvoyons le lecteur a` [67, 114] pour plus de de´tails sur cette proprie´te´. Nous
rappelons simplement l’interpre´tation de la proprie´te´ (T) en termes d’actions isome´triques
affines.
Conside´rons donc un groupe Γ (que nous supposons a` nouveau discret) et une repre´senta-
tion unitaire pi : Γ → U(H ). Soit c : Γ→ H un 1-cocycle. L’application Api,c(γ) : H →
H de´finie par Api,c(γ)(v) = pi(γ)(v) + c(γ) est une isome´trie affine de H . Nous avons de
plus l’identite´ :
Api,c(γ1) ◦ Api,c(γ2)(v) = pi(γ1)(pi(γ2)(v) + c(γ2)) + c(γ1)
= pi(γ1γ2)(v) + pi(γ1)(c(γ2)) + c(γ1).
Ainsi le fait que c soit un cocycle est e´quivalent a` l’identite´ Api,c(γ1γ2) = Api,c(γ1)◦Api,c(γ2).
L’application γ 7→ Api,c(γ) de´finit donc une action isome´trique affine de Γ sur H . Nous
avons alors la :
Proposition 3.2.2 Les quatre faits suivants sont e´quivalents :
– L’application c est un cobord.
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– Il existe un point fixe pour l’action Api,c.
– L’application c est borne´e.
– Il existe une orbite borne´e pour l’action Api,c.
Preuve : nous e´tablissons d’abord que les deux derniers points sont e´quivalents. Si v est
un vecteur dont l’orbite est borne´e, il existe C > 0, tel que |Api,c(γ)(v)| ≤ C (γ ∈ Γ). On
en de´duit :
|c(γ)| ≤ C + |pi(γ)(v)| = C + |v|.
L’application c est borne´e. Re´ciproquement, si c est borne´, l’orbite de 0 est borne´e puisque
Api,c(γ)(0) = c(γ).
Nous prouvons maintenant l’e´quivalence des deux premiers points. Si c est un cobord,
nous pouvons e´crire c(γ) = pi(γ)(v) − v. Nous avons alors
Api,c(γ)(−v) = pi(γ)(−v) + pi(γ)(v) − v
= −v,
et l’action posse`de donc un point fixe. Re´ciproquement, si Api,c(γ)(u) = u (γ ∈ Γ), nous
obtenons que c(γ) = u− pi(γ)(u). Les deux premiers points sont donc e´quivalents.
Nous prouvons enfin l’e´quivalence des deux premiers points avec les deux derniers.
Si l’action du groupe Api,c(Γ) sur H a un point fixe, elle a bien suˆr une orbite borne´e.
Re´ciproquement, supposons que l’orbite O(v) du vecteur v ∈H soit borne´e. Nous utilisons
alors le lemme suivant, dont le lecteur trouvera une preuve dans [67] :
Lemme 3.2.3 Soit X ⊂ H une partie borne´e (et non-vide). Parmi toutes les boules
ferme´es de H contenant X, il en existe une unique de rayon minimal. Son centre est
appele´ centre de X.
Si l’orbite O(v) est borne´e, son centre cv est invariant par Api,c(Γ), puisque l’orbite elle-
meˆme est invariante et le centre est unique : Api,c(γ)(cv) = cv (γ ∈ Γ). Nous avons donc
bien trouve´ un point fixe pour l’action de Γ via Api,c. 2
Nous pouvons encore reformuler les conditions de la proposition de la manie`re suivante :
c est un cobord si et seulement si l’action Api,c est conjugue´e a` l’action line´aire donne´e par
pi via une translation. En effet, si c(γ) = pi(γ)(u) − u, on a :
Tu ◦ Api,c(γ) ◦ (Tu)−1 = pi(γ)
ou` Tu est la translation v 7→ v + u.
En utilisant cette proposition, nous concluons aise´ment que l’annulation du groupe
H1(Γ, pi) est e´quivalente au fait que toute action isome´trique affine de Γ sur H , dont la
partie line´aire est pi, posse`de un point fixe. Ainsi la proprie´te´ (T) est e´quivalente au fait
que toute action isome´trique affine de Γ sur un espace de Hilbert (avec une partie line´aire
e´gale a` une repre´sentation unitaire arbitraire) admet un point fixe.
Nous pouvons maintenant expliquer pourquoi le groupe H1b (Γ, pi) est toujours trivial.
Soit c : Γ → pi un 1-cocycle borne´. D’apre`s la proposition pre´ce´dente, c est un cobord
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(en degre´ 0, nous avons C (Γ0,H ) = Cb(Γ
0,H ) = H , toutes les applications sont donc
borne´es, c’est pourquoi nous ne pre´cisons pas que c est le cobord d’une application borne´e).
Le groupe H1b (Γ, pi) est donc trivial.
Nous allons maintenant e´voquer les the´ore`mes d’annulation de Burger et Monod (voir
[24, 25, 88, 89]).
Dans [24, 25], Burger et Monod ont e´tudie´ la cohomologie borne´e des re´seaux dans les
groupes de Lie simples, connexes, a` centre fini, de rang re´el supe´rieur ou e´gal a` 2 (nous
abre´gerons de´sormais ces quatre proprie´te´s en disant simplement que G est un groupe de
Lie de rang supe´rieur). Une conse´quence de leurs travaux est que certaines proprie´te´s des
groupes EH2b (Γ, pi) sont (en partie) similaires a` celles des groupes H
1(Γ, pi) de cohomologie
usuelle de degre´ 1. Par exemple, on a le re´sultat suivant : si Γ est un re´seau dans le groupe
localement compact et σ-compact G, les deux proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
– Pour toute repre´sentation unitaire pi de Γ, le groupe EH2b (Γ, pi) est trivial.
– Pour toute repre´sentation unitaire pi de G, le groupe EH2b (G,pi) est trivial.
De plus si G est un groupe de Lie de rang supe´rieur, Burger et Monod montrent que, pour
toute repre´sentation unitaire pi de G, on a EH2b (G,pi) = {0}. D’apre`s ce qui pre´ce`de, la
meˆme proprie´te´ reste donc vraie pour les re´seaux de G. Suivant [88], nous dirons donc
qu’un groupe Γ a la proprie´te´ (TT) si, pour toute repre´sentation unitaire pi de Γ, nous
avons :
EH2b (Γ, pi) = {0} et H1(Γ, pi) = {0}.
Par de´finition meˆme, un groupe Γ ayant la proprie´te´ (TT) a la proprie´te´ (T) de Kazhdan.
De plus, ce qui pre´ce`de assure que tout re´seau d’un groupe de Lie de rang supe´rieur posse`de
la proprie´te´ (TT). C’est en fait a` partir de cette seule proprie´te´ cohomologique que nous
allons e´tablir des contraintes sur les e´ventuelles actions hamiltoniennes d’un groupe Γ sur
une surface ferme´e. Avant de passer aux conse´quences dynamiques de la proprie´te´ (TT),
nous mentionnons quelques remarques supple´mentaires :
– Le re´sultat d’annulation du groupe EH2b est vrai pour des coefficients plus ge´ne´raux
que des espaces de Hilbert. Il reste vrai pour certains espaces de Banach.
– On peut en fait formuler le re´sultat de manie`re plus pre´cise (voir [89]) : si pi est
une repre´sentation unitaire d’un groupe Γ (quelconque) sur l’espace de Hilbert H ,
on peut e´crire H = H Γ ⊕H1 ou` H Γ est l’espace des vecteurs fixe´s par Γ et H1
l’orthogonal de H Γ. On note piΓ et pi1 les deux sous-repre´sentations de pi associe´es.
Le groupe H2b (Γ, pi) est alors isomorphe a` la somme directe :
H2b (Γ, pi
Γ)⊕H2b (Γ, pi1).
Maintenant, si Γ est un re´seau dans un groupe de Lie de rang supe´rieur, on peut
montrer que le groupeH2b (Γ, pi
1) est toujours trivial. Le groupeH2b (Γ, pi
Γ) peut quant
a` lui eˆtre explicitement de´crit (voir [89]). En particulier, il s’injecte toujours dans la
cohomologie usuelle.
– Il existe la` encore des re´sultats similaires pour le cas des groupes semi-simples.
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3.2.2 Conse´quences dynamiques
Nous supposons de´sormais que Γ est un groupe (discret, de´nombrable) ayant la pro-
prie´te´ (TT). Autrement dit, pour toute repre´sentation unitaire pi : Γ → U(H ), nous
avons :
H1(Γ, pi) = 0,
EH2b (Γ, pi) = 0.
Nous allons voir quelques conse´quences de cette proprie´te´. Supposons que Γ agisse sur un
espace de probabilite´ (X,µ) en pre´servant la mesure µ. Nous notons pi : Γ→ U(L2(X,µ))
la repre´sentation unitaire associe´e. Nous rappelons maintenant la notion de quasi-cocycle,
de´ja` e´voque´e dans l’introduction du chapitre 1.
De´finition 4 Une application u : Γ → L2(X,µ) est un quasi-cocycle, s’il existe une
constante C > 0, telle que :
|u(γ1γ2)− pi(γ1)(u(γ2))− u(γ1)| ≤ C,
µ-presque partout sur X (pour tous γ1, γ2 ∈ Γ).
Notons que la de´finition ci-dessus diffe`re de manie`re anodine de celle introduite au chapitre
1. Si u : Γ→ L2(X,µ) est un quasi-cocycle au sens de la de´finition ci-dessus, l’application
γ 7→ u(γ−1)
est un quasi-cocycle pour la de´finition du chapitre 1. En adoptant la de´finition 4, la
condition de quasi-cocycle porte naturellement sur le cobord d1u de l’application u. Ainsi,
si u est un quasi-cocycle, la fonction d1u(γ1, γ2) : X → R est borne´e par C µ-presque
partout, et donc
|d1u(γ1, γ2)|L2(X,µ) ≤ C.
L’application (γ1, γ2) 7→ d1u(γ1, γ2) est un 2-cocycle borne´ et de´finit une classe [d1u] ∈
EH2b (Γ, pi). Notons e´galement que, pour tout γ ∈ Γ, la suite de fonctions 1pu(γp) converge
µ-presque partout vers une fonction inte´grable û(γ), d’apre`s le the´ore`me ergodique sous-
additif [75, 96]. Nous avons de´ja` applique´ plusieurs fois ce re´sultat a` des exemples parti-
culiers de quasi-cocycles, dans les chapitres pre´ce´dents.
Tout ce que nous avons explique´ jusqu’a` maintenant dans ce paragraphe s’applique
a` n’importe quel groupe discret Γ. Dans la proposition suivante, nous utilisons pour la
premie`re fois le fait que Γ a la proprie´te´ (TT).






pour µ-presque tout x, pour tout γ de Γ.
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Preuve : puisque le groupe EH2b (Γ, pi) est trivial, il existe, d’apre`s la proposition 3.2.1
une application borne´e v : Γ → L2(X,µ) et un 1-cocycle w : Γ → L2(X,µ) tels que
u = v + w. Nous noterons D = |v|∞,Γ = supγ∈Γ |v(γ)|L2(X,µ). Le groupe Γ ayant en outre
la proprie´te´ (T), le cocycle w est un cobord : il existe une fonction g ∈ L2(X,µ) telle que

















i=0 (g◦γ−1−g)◦(γ−1)i converge µ-presque partout vers une fonction
mesurable ψ d’apre`s le the´ore`me de Birkhoff (applique´ a` la transformation γ−1 : X → X).
Fait. La fonction ψ est nulle presque partout.
Rappelons la preuve de ce re´sultat classique de the´orie ergodique. Puisque g ∈ L2(X,µ),
pour µ-presque tout x nous avons |g(x)| <∞, et donc :
X = ∪k≥1Xk
(presque partout) ou` Xk = {x, |g(x)| ≤ k}. Nous allons montrer que ψ = 0 µ-presque
partout sur Xk pour tout entier k. D’apre`s le the´ore`me de re´currence de Poincare´ (ap-
plique´ a` la transformation γ−1 : X → X), pour presque tout x de Xk, il existe une suite
strictement croissante d’entiers ni, tels que γ
−ni(x) ∈ Xk. Nous avons alors :∣∣∣∣g(γ−ni(x)) − g(x)ni
∣∣∣∣ ≤ 2kni → 0 (i→∞).
On en de´duit que ψ(x) = 0.






converge, la suite de fonction v(γ
p)
p
converge µ-presque partout. Sa limite est e´gale (presque
partout) a` û(γ). Mais puisque |v(γp)
p
|L2(X,µ) ≤ Dp , nous de´duisons du lemme suivant que
û(γ) = 0 presque partout. 2
Lemme 3.2.5 Soit (fp)p≥0 une suite de fonctions dans L
2(X,µ). Si |fp|L2(X,µ) → 0 et si
fp converge µ-presque partout vers une fonction mesurable f∞, alors f∞ est nulle presque
partout.
Preuve : l’hypothe`se |fp|L2(X,µ) → 0 entraˆıne classiquement l’existence d’une sous-suite fpk
telle que fpk → 0 presque partout lorsque k tend vers l’infini. Par ailleurs, fpk converge
presque partout vers f∞. On en de´duit le re´sultat. 2
Nous avons de´ja` rencontre´ dans les chapitres pre´ce´dents un certain nombre de quasi-
cocycles de´finis sur le groupe GS des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une surface ferme´e
S. L’espace de probabilite´ (X,µ) intervenant dans la de´finition 4 e´tait alors ou bien la
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surface S (munie de la mesure µω associe´e a` la forme d’aire ω), ou bien l’espace X2(S) des
paires de points distincts de S, muni de la mesure µω × µω. Nous rappelons ici quelques
exemples.
Exemples.
– Nous commenc¸ons par un exemple de ve´ritable cocycle, de´fini sur le groupe GT2 des
diffe´omorphismes hamiltoniens du tore : c’est la fonction “vecteur de rotation”,
qui est tre`s utilise´e dans l’e´tude des diffe´omorphismes des surfaces, voir [45, 46, 81]
par exemple. Si f : T2 → T2 est un diffe´omorphisme hamiltonien et F : R2 → R2
un releve´ de f , l’application
R2 → R2
x 7→ F (x)− x
est invariante par translations et de´finit une application vF : T
2 → R2. Celle-ci
ve´rifie vF (p(x)) = F (x) − x (x ∈ R2), ou` p : R2 → T2 est la projection canonique.
Puisque f est hamiltonien, nous avons :∫
T2
vF ω ∈ Z2.
Notons alors f̂ : R2 → R2 l’unique releve´ de f tel que ∫
T2
v bf ω = 0. Nous allons
ve´rifier que l’application f 7→ u(f) = v bf−1 est un 1-cocycle a` valeurs dans l’espace
L2(T2,R2). Si f, g ∈ GT2 et F,G sont des releve´s de f et g respectivement, nous
avons la relation :
F ◦G(x)− x = F (G(x)) −G(x) + (G(x)− x),
d’ou` l’on de´duit que vF◦G = vF ◦ g + vG. Puisque f̂ ◦ g = f̂ ◦ ĝ nous avons donc :
v̂
f◦g
= v bf ◦ g + vbg.
En e´changeant f en f−1 et g en g−1 dans l’e´quation pre´ce´dente, nous avons :
v̂(g◦f)−1 = vdf−1 ◦ g
−1 + vdg−1 ,
autrement dit u(g ◦ f) = u(g) + pi(g)(u(f)) ou` pi(g) : L2(T2,R2) → L2(T2,R2) est
l’isome´trie ϕ 7→ ϕ ◦ g−1. L’application f 7→ u(f) est un cocycle.
– Donnons maintenant un exemple de quasi-cocycle de´fini sur le groupe Diff0(T
2, ω)
et a` valeurs dans l’espace L2(X2(T
2),R). Cette construction a de´ja` e´te´ de´crite au
paragraphe 1.3.2, nous la reproduisons ici. Nous fixons un quasi-morphisme homoge`ne
φ : pi1(T
2−{0}, x∗)→ R quelconque. Pour tout point v ∈ X2(T2) on fixe un chemin
(αv(t))t∈[0,1] de x∗ a` v (de longueur borne´e inde´pendamment de v, pour une me´trique
riemannienne de´finie sur X2(T2)). Si f est un diffe´omorphisme de T
2 isotope a`
l’identite´ et pre´servant l’aire, et (ft) une isotopie reliant l’identite´ a` f , on de´finit :
α(f, x, y) = [αx−y ∗ (ft(x)− ft(y)) ∗ αf(x)−f(y)],
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puis Vf (x, y) = φ(α(f, x, y)). De la relation α(f ◦g, x, y) = α(g, x, y)∗α(f, g(x), g(y)),
nous de´duisons l’ine´galite´ :
|Vf◦g(x, y)− Vg(x, y)− Vf (g(x), g(y))| ≤ δ(φ).
Nous avons vu au paragraphe 1.3.2 que les applications Vf sont borne´es. L’application
qui a` f associe la fonction Vf−1 ∈ L2(X2(T2), µ2ω) est donc un quasi-cocycle.
Il existe en fait beaucoup d’exemples de quasi-cocycles. Dans [52], Gambaudo et Ghys
ont construit, pour chaque surface ferme´e, une famille infinie de quasi-cocycles associe´s,
comme pre´ce´demment, a` l’action du groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens sur S,
X2(S) mais aussi sur les espaces de configurations d’un nombre arbitraire de points sur
S. Pour chaque entier n ≥ 1, notons Xn(S) l’espace des n-uplets de points 2-a`-2 distincts
de la surface S. C’est un ouvert de mesure pleine de Sn muni de la mesure produit µnω
(ou` µω de´signe la mesure sur S associe´e a` la forme d’aire ω). Dans [52], lorsque S est
la sphe`re S2, Gambaudo et Ghys ont de´fini des quasi-cocycles a` valeurs dans les espaces
L2(Xn(S
2), µnω), pour tout entier n ≥ 4.
Supposons maintenant que ρ : Γ→ GS soit un homomorphisme d’un groupe Γ ayant la
proprie´te´ (TT) dans le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une surface ferme´e. Si
u : GS → L2(Xn(S), µnω) est un quasi-cocycle, on a d’apre`s la proposition 3.2.4, pour tout






On peut donc se demander dans quelle mesure les quasi-cocycles rendent compte de la
dynamique d’un diffe´omorphisme hamiltonien de S ; en particulier, quelles contraintes sur
un diffe´omorphisme f sont impose´es par l’annulation de toutes les fonctions û(f). Plus
pre´cise´ment, on peut poser la :
Question. Si f ∈ GS est un diffe´omorphisme tel que û(f) = 0 presque partout, pour
tout quasi-cocycle u : GS → L2(Xn(S), µnω) (pour tout n), a-t-on f = 1l ?
Si f : R2 → R2 est un diffe´omorphisme hamiltonien a` support compact et distinct de
l’identite´, un re´sultat de Viterbo [115] assure qu’il existe un point fixe x0 de f dont l’action
est non-nulle. Comme me l’a explique´ Patrice Le Calvez, dans ce cas, l’action A(x0) est









ou` la fonction anglef est de´finie comme au paragraphe 1.3. Ainsi si A (x0) 6= 0 il existe un





anglefp(y, x0) 6= 0
pour y dans B. Bien que ce re´sultat aille dans le sens de notre question (dans le cas ou` la
surface est le plan) il ne donne pas une re´ponse positive puisque l’ensemble B× {x0} est
86 CHAPITRE 3. CONJECTURE DE ZIMMER
de mesure nulle pour la mesure µω⊗µω. De notre point vue il serait plus naturel d’obtenir








Une re´ponse positive a` cette question entrainerait bien entendu que si Γ est un groupe
ayant la proprie´te´ (TT), tout morphisme de Γ dans le groupe GS des diffe´omorphismes
hamiltoniens d’une surface compacte a une image re´duite a` l’identite´.
Il est tout a` fait possible que la re´ponse a` cette question soit ne´gative si l’on ne fait
pas d’hypothe`se supple´mentaire sur le diffe´omorphisme f . Conside´rons par exemple un
diffe´omorphisme hamiltonien f : (S, µω) → (S, µω) qui est faiblement me´langeant (voir
[98]). Rappelons l’une des de´finitions e´quivalentes de cette notion. Le syste`me dynamique
mesure´ S : (X, ν) → (X, ν) est faiblement me´langeant si pour tout syste`me dynamique
(mesure´) ergodique S′ : (Y, η)→ (Y, η), le syste`me produit
S × S′ : (X × Y, ν ⊗ η)→ (X × Y, ν ⊗ η)
est ergodique. En particulier, un tel syste`me est ergodique. Le lecteur pourra consulter
[73] pour la construction de diffe´omorphismes hamiltoniens faiblement me´langeant. Si
f : S → S est un tel diffe´omorphisme, l’action (diagonale) de f sur tous les espaces Xn(S)
est ergodique. Toutes les fonctions û(f) de´finies comme ci-dessus sont donc constantes
presque partout. Il n’est pas difficile de s’assurer, en utilisant les meˆmes techniques que
Gambaudo et Ghys dans [51], que si un tel diffe´omorphisme est topologiquement conjugue´
a` son inverse (par un home´omorphisme pre´servant l’aire et isotope a` l’identite´), toutes les
fonctions û(f) sont en re´alite´ nulles presque partout (et le diffe´omorphisme f fournit un
contre-exemple a` la question ci-dessus). Comme me l’a sugge´re´ L. Polterovich, il est peut-
eˆtre raisonnable d’espe´rer construire un tel diffe´omorphisme, mais ceci est l’objet d’une
re´flexion encore en cours.
Bien entendu, si l’on suppose que le diffe´omorphisme f est inclus dans une action
d’un re´seau de rang supe´rieur, il est soumis a` beaucoup d’autres contraintes que l’an-
nulation des fonctions û(f) (voir [119, 121]). En particulier, un the´ore`me de Zimmer
[121] assure qu’il ne peut eˆtre faiblement me´langeant. Cependant, meˆme en imposant
des contraintes supple´mentaires au diffe´omorphisme, la re´ponse a` cette question semble
difficile... Nous allons tout de meˆme voir que la re´ponse est essentiellement positive pour les
diffe´omorphismes hamiltoniens les plus simples possibles : ceux qui sont temps 1 d’un flot
autonome. Le lecteur dynamicien objectera, a` raison, que de tels diffe´omorphismes n’ont
pas une dynamique tre`s riche. En effet, la re´ponse a` la question dans ce cas particulier
n’illustre certainement pas la difficulte´ du proble`me dans le cas ge´ne´ral.
Nous allons donc prouver le :
The´ore`me 7 Soit S une surface ferme´e oriente´e, munie d’une forme d’aire. Soit H :
S → R une fonction lisse, non constante. Notons ϕtH le flot hamiltonien associe´.
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– Si le genre de S est supe´rieur ou e´gal a` 1, il existe un quasi-cocycle u : GS →
L2(Xn(S), µ
n
ω) (ou` n est e´gal a` 1 ou 2) tel que la fonction û(ϕ
1
H) ne soit pas nulle
µnω-presque partout.
– Si S est la sphe`re S2 nous avons l’alternative suivante. Ou bien il existe un cocycle u :
GS → L2(X4(S), µnω) tel que la fonction û(ϕ1H) ne soit pas nulle µ4ω-presque partout,
ou bien le flot ϕtH est topologiquement conjugue´ a` un sous-groupe a` un parame`tre de
rotations.
Remarques.
– La preuve de ce re´sultat est simple. Pour chaque surface, nous allons trouver un
quasi-cocycle u explicite, adapte´ a` la ge´ome´trie de la surface, parmi ceux construits
par Gambaudo et Ghys [52], pour lequel la fonction û(ϕ1H) est non-nulle sur un
ouvert de Xn(S) (a` l’exception du cas ou` la surface est la sphe`re et le flot ϕ
t
H est
topologiquement conjugue´ a` un sous-groupe a` un parame`tre de rotations).
– Revenons au proble`me de l’existence d’actions de re´seaux sur une surface. Les re-
marques que nous avons faites jusque la` ont consiste´, a` partir de proprie´te´s co-
homologiques du groupe Γ, a` de´duire des proprie´te´s sur la dynamique individuelle
de chaque e´le´ment du groupe (les fonctions û(f) sont obtenues en ite´rant un seul
diffe´omorphisme). Il serait bien suˆr inte´ressant de pouvoir e´noncer des proprie´te´s sur
la dynamique de tout le groupe Γ. En effet, comme nous l’avons explique´ plus haut,
on peut imaginer qu’il existe un diffe´omorphisme hamiltonien d’une surface ferme´e
S, qui soit distinct de l’identite´, et qui ve´rifie û(f) = 0 presque partout pour tout
quasi-cocycle u (ce qui fournirait une re´ponse ne´gative a` la question pre´ce´dente).
Cependant, il paraˆıt peu probable qu’il existe un groupe de diffe´omorphismes, iso-
morphe a` un re´seau de rang supe´rieur, dont tous les e´le´ments aient cette proprie´te´.
Nous prouvons le the´ore`me 7 dans le paragraphe suivant.
3.3 Cas des flots autonomes
Le de´but de la preuve du the´ore`me 7 est identique pour toutes les surfaces. Nous
supposons que la fonction H : S → R est non-constante. Nous pouvons alors choisir une
valeur re´gulie`re t de H. Soit C une composante connexe du niveau H−1(t). Puisque t est
une valeur re´gulie`re de H, C est une courbe ferme´e simple plonge´e dans la surface S. Il
existe alors un voisinage A de C diffe´omorphe a` un anneau, qui est feuillete´ par des cercles
qui sont les niveaux de la restriction de H a` A. Plus pre´cise´ment, il existe un plongement
i : S1×]a1, a2[→ S
qui envoie l’un des cercles S1 × {t} sur la courbe C , tel que i∗ω = ds ∧ dθ (ou` θ de´signe
la coordonne´e sur le cercle S1 et s ∈]a1, a2[), et tel que le champ hamiltonien XH associe´
a` H s’e´crive, dans les coordonne´es (θ, s) :
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ou` ϑ :]a1, a2[→ R∗ est une fonction qui ne s’annule pas. On a alors l’expression suivante
pour le flot hamiltonien associe´ a` H :
ϕtH(i(θ, s)) = i(θ + tϑ(s), s).
Nous distinguons alors trois cas, selon que la surface S est de genre 0, 1, ou supe´rieur ou
e´gal a` 2. Lorsque S est de genre supe´rieur ou e´gal a` 1, nous n’aurons a` conside´rer que la
restriction du flot ϕtH a` l’anneau A = i(S
1×]a1, a2[) pour e´tablir le the´ore`me 7.
Notons que si u est un quasi-cocycle, il est e´quivalent d’e´tablir que la fonction û(ϕ1H)
n’est pas nulle presque partout, ou bien que la fonction û(ϕ−1H ) n’est pas nulle presque
partout (il suffit de remplacer la fonction ϑ par −ϑ dans les calculs qui suivent).
3.3.1 Sur la sphe`re
Pour e´tablir l’existence d’un quasi-cocycle u tel que la fonction û(ϕ1H) ne soit pas nulle
presque partout dans le cas ou` la surface est la sphe`re S2, nous supposerons que la fonction
ϑ :]a1, a2[→ R n’est pas constante. Dans ce cas, quitte a` re´duire l’intervalle ]a1, a2[, nous
pouvons supposer que la de´rive´e de ϑ ne s’annule pas sur l’intervalle ]a1, a2[.
Avant de passer a` la construction d’un tel quasi-cocycle u, nous allons e´tablir que dans
tous les cas ou` l’on ne peut pas faire l’hypothe`se pre´ce´dente, le flot ϕtH est topologiquement
conjugue´ a` un sous-groupe a` 1 parame`tre de rotations. Plus pre´cise´ment, nous allons e´tablir
le re´sultat suivant.
Supposons que toutes les orbites pe´riodiques non-constantes du flot (ϕtH) aient la meˆme
pe´riode. Alors le flot (ϕtH) est topologiquement conjugue´ a` un sous-groupe a` 1 parame`tre
de rotations.
Il n’est pas difficile de s’assurer que l’hypothe`se sur les orbites pe´riodiques du flot
(ϕtH) implique la suivante. Pour tout plongement i : S
1×]a, b[→ S2 tel que ϕtH(i(θ, s)) =
i(θ + tϑ(s), s) ((θ, s) ∈ S1×]a, b[) pour une certaine fonction ϑ :]a, b[→ R∗, la fonction ϑ
est constante. Pour prouver ce re´sultat, notons O l’ouvert forme´ par les points qui sont
pe´riodiques pour l’action du flot ϕtH et ne sont pas des points critiques de la fonction H
(on ve´rifie aise´ment que cet ensemble est bel et bien ouvert). Soit O1 une composante
connexe de O.
Il n’est pas difficile de s’assurer qu’il existe un diffe´omorphisme i : S1×]a, b[→ O1 (pour
certains re´els a et b, avec a < b) et une fonction ϑ :]a, b[→ R∗ tels que l’on ait :
ϕtH(i(θ, s)) = i(θ + tϑ(s), s) (θ, s) ∈ S1×]a, b[.
D’apre`s l’hypothe`se que nous avons faite, la fonction ϑ doit eˆtre e´gale a` une constante
α ∈ R. De´finissons alors les ensembles suivants :
Xb = ∩n≥1i(S1×]b− 1n , b[),
Xa = ∩n≥1i(S1×]a, a+ 1n [).
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Les ensembles Xa et Xb sont des compacts non-vides de la sphe`re S
2, disjoints de l’ouvert
O1 et disjoints deux-a`-deux. Il n’est pas difficile de s’assurer que chacun des deux compacts
Xa et Xb contient (au moins) un point critique de H. L’ide´e de la preuve est la suivante. Si
Xb (par exemple) contient deux points distincts, la pre´sence d’un point critique va forcer
les points i(θ, s) (s → b) a` “ralentir” lorsqu’ils passent proche du point critique. Cela va
contredire le fait que la fonction ϑ est constante.
Si chacun des deux compacts Xa et Xb est re´duit a` un point, alors le flot ϕ
t
H est
topologiquement conjugue´ a` un sous-groupe a` 1 parame`tre du groupe des rotations de la
sphe`re. Nous supposons donc que l’un au moins des deux compacts Xa et Xb n’est pas
re´duit a` un point. Nous allons alors obtenir une contradiction. Supposons par exemple que
Xb contienne au moins deux points. Nous noterons x0 un point critique de la fonction H
contenu dans Xb et x1 un point de Xb distinct de x0.
Soient U0 et U1 des voisinages de x0 et x1 respectivement qui soient disjoints. Soit  > 0
tel que pour t ∈ [0, ] l’on ait :
ϕtH(x1) ∈ U1.
Soit T > 0 tel que :
T +  > α−1.
Nous fixons maintenant des voisinages V0 et V1 de x0 et x1 (que l’on peut supposer
connexes), contenus respectivement dans U0 et U1, tels que l’on ait :
y ∈ V0 =⇒ ϕtH(y) ∈ U0 pour t ∈ [0, T ],
y ∈ V1 =⇒ ϕtH(y) ∈ U1 pour t ∈ [0, ].
Lemme 3.3.1 Il existe un point z ∈ O1 dont l’orbite rencontre a` la fois V0 et V1.
Preuve : notons Cs = i(S
1 × s), s ∈]a, b[, D+s la composante de S2 \ Cs contenant Ct pour
t > s, et D−s la seconde composante connexe de S
2 \ Cs. Conside´rons l’ensemble I0 de´fini
comme suit :
I0 = {s ∈]a, b[,Cs ∩ V0 6= ∅},
et de meˆme I1 = {s ∈]a, b[,Cs ∩V1 6= ∅}. Les ensembles I0 et I1 sont des ouverts non-vides
contenant des points arbitrairement proches de b. Si I0 et I1 sont connexes, alors ils seront
tous deux de la forme ]s∗, b[. L’intersection I0∩I1 sera non-vide, ce qui prouvera le lemme.
Montrons alors que I0 est connexe (la preuve est identique pour I1). Si ce n’est pas le
cas, il existe t ∈]a, b[\I0 et s1, s2 ∈ I0 tels que s1 > t > s2. Puisque
V0 ⊂ D+t ∪D−t ,
et que Cs1 ⊂ D+t nous avons (V0 e´tant connexe) :
V0 ⊂ D+t .
Mais le meˆme raisonnement (en remplac¸ant s1 par s2) assure que V0 ⊂ D−t . C’est absurde.
L’ensemble I0 est donc connexe. 2
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Une fois ce lemme prouve´, il n’est pas difficile d’obtenir la contradiction de´sire´e. Soit
z ∈ O1 un point ve´rifiant la proprie´te´ du lemme pre´ce´dent. Le point z passe un temps
t0 ≥ T dans l’ouvert U0 et un temps t1 ≥  dans l’ouvert U1. Puisque U0 ∩ U1 est vide et
que T +  est supe´rieur a` la pe´riode α−1 de z ceci est absurde. Nous avons donc acheve´ la
preuve du re´sultat annonce´.
Nous nous plac¸ons maintenant dans la situation du de´but du paragraphe. Un plonge-
ment i : S1×]a1, a2[→ S2 est donne´, tel que ϕtH(i(θ, s)) = i(θ + tϑ(s), s), ou` la de´rive´e de
la fonction ϑ :]a1, a2[→ R∗ ne s’annule pas. Nous allons construire un ve´ritable cocycle
u : GS2 → L2(X4(S2), µ4ω) tel que la fonction û(ϕ1H) ne soit pas nulle presque partout.
Nous commenc¸ons par rappeler quelques proprie´te´s topologiques de l’espace X4(S
2) des







4) ∈ X4(S2). Nous identifions e´galement la sphe`re S2 a` la droite projective
complexe CP1, de sorte que l’on peut conside´rer l’action usuelle de PSL2(C) sur S
2. Si
(x1, x2, x3, x4) ∈ X4(S2), il existe un unique e´le´ment g ∈ PSL2(C) tel que :







On note g(x1, x2, x3) cet e´le´ment de PSL2(C). Notant Σ = CP
1\{x∗1, x∗2, x∗3}, l’application :
ψ : X4(S
2) → PSL2(C)× Σ
(x1, x2, x3, x4) 7→ (g(x1, x2, x3), g(x1, x2, x3)−1(x4))




3 e´gaux a` 0, 1 et ∞,
le nombre complexe g(x1, x2, x3)
−1(x4) n’est autre que le birapport des points x1, x2, x3,
x4 :
g(x1, x2, x3)
−1(x4) = [x1, x2, x3, x4] =
(x2 − x3)(x4 − x1)
(x2 − x1)(x4 − x3) .
En effet, l’homographie g(x1, x2, x3)
−1 s’e´crit alors :
g(x1, x2, x3)
−1(w) =
(x2 − x3)(w − x1)
(x2 − x1)(w − x3) .








4)) est isomorphe au groupe pi1(Σ, x
∗
4), qui est un
groupe libre a` deux ge´ne´rateurs.




2. La surface Σ s’identifie donc a` l’inte´rieur de la surface Σ. Si x ∈ Σ,
nous choisissons (encore une fois) un chemin (γx(t))0≤t≤1 de x
∗
4 a` x dans Σ, de lon-
gueur borne´e pour une me´trique riemannienne de´finie sur Σ. Conside´rons maintenant
un diffe´omorphisme f ∈ GS2 , et une isotopie (ft) reliant l’identite´ a` f . Si (x1, x2, x3, x4) ∈
X4(S
2), on note α(f, x1, x2, x3, x4) l’e´le´ment du groupe pi1(Σ, x
∗
4) repre´sente´ par le lacet :
γp2◦ψ(x1,x2,x3,x4) ∗ p2 ◦ ψ(ft(x1), ft(x2), ft(x3), ft(x4)) ∗ γp2◦ψ(f(x1),f(x2),f(x3),f(x4)).
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Dans le cas ou` x∗1 = 0, x
∗
2 = 1, x
∗
3 =∞, la courbe
p2 ◦ ψ(ft(x1), ft(x2), ft(x3), ft(x4))
n’est autre que la courbe de´crite par le birapport [ft(x1), ft(x2), ft(x3), ft(x4)] dans C \
{0, 1}. Nous avons encore une fois la relation :
(∗) α(f ◦ g, x1, x2, x3, x4) = α(g, x1, x2, x3, x4) ∗ α(f, g(x1), g(x2), g(x3), g(x4)).
Lemme 3.3.2 L’application α(f,−) : X4(S2)→ pi1(Σ, x∗4) est borne´e.
Preuve : la preuve que nous pre´sentons ici est tire´e de [52]. Remarquons que le re´sultat a`






4) ∈ X4(S2). Nous supposons




3) = (0, 1,∞).
Soit U un voisinage de l’identite´ dans le groupe GS2 , muni de la topologie C
∞. Puisque
le groupe GS2 est connexe, l’ensemble U engendre GS2 : tout diffe´omorphisme f ∈ GS2 est
produit d’un nombre fini de diffe´omorphismes contenus dans U . Il suffit donc de prouver
que l’application α(f,−) est borne´e pour les diffe´omorphismes qui sont dans U : en effet,
si les fonctions α(f,−) et α(g,−) sont borne´es, il en est de meˆme de la fonction α(f ◦g,−),
d’apre`s la relation (∗). De plus il nous suffit d’e´tablir ceci pour un voisinage arbitraire de
l’identite´.
Notons que si z1 et z2 sont deux points de C, le barycentre
tz1 + (1− t)z2
de z1 et z2 est invariant par toute similitude de C. Autrement dit, il ve´rifie :
S(tz1 + (1− t)z2) = tS(z1) + (1− t)S(z2)
si S : C → C est une similitude. Ainsi si z1, z2, z3 sont trois points distincts de CP1 on
peut de´finir le barycentre de z1 et z2 (avec des poids t et (1 − t) respectivement) par
rapport a` z3 note´ [tz1 + (1− t)z2]z3 : on choisit une homographie A : CP1 → CP1 telle
que A(z3) =∞, et on conside`re le barycentre des points A(z1) et A(z2) dans C :
tA(z1) + (1− t)A(z2) ∈ C.
On pose alors [tz1+ (1− t)z2]z3 = A−1(tA(z1) + (1− t)A(z2)). Ce point ne de´pend pas du
choix de l’homographie A ve´rifiant A(z3) =∞.
Conside´rons maintenant un diffe´omorphisme pre´servant l’aire g : S2 → S2. Pour de´finir
le cocycle α(g,−) a` valeurs dans le groupe pi1(Σ, x∗4), nous pouvons utiliser une isotopie
(gt) quelconque reliant l’identite´ a` g. Il n’est pas ne´cessaire que le diffe´omorphisme gt
pre´serve l’aire pour tout t. Ceci re´sulte, une fois encore, du fait que l’inclusion du groupe des
diffe´omorphismes pre´servant l’aire de la sphe`re dans le groupe de tous les diffe´omorphismes
pre´servant l’orientation est une e´quivalence d’homotopie. Lorsque g est suffisament C1-
proche de l’identite´, nous allons construire une isotope reliant l’identite´ a` g, adapte´e a` la
ge´ome´trie projective de la sphe`re.
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Si g est suffisament C0-proche de l’identite´, g(z) 6= −1
z
pour tout z ∈ S2. Nous pouvons
donc de´finir gt(z) = [tg(z)+(1−t)z]−1
z
. Ceci de´finit une application lisse de [0, 1]×S2 dans
S2, qui de´pend, ainsi que ses de´rive´es, continuˆment de g. Lorsque g est e´gal a` l’identite´,
gt = 1l pour tout t. Ainsi, si g est suffisament C
1-proche de l’identite´, la diffe´rentielle de
gt : S
2 → S2 n’est jamais singulie`re et (gt) est une isotopie.




(avec a(xi)d(xi)− b(xi)c(xi) 6= 0). Si g(xi) = xi, la courbe gt(xi) est constante e´gale a` xi.
Ainsi, la courbe
γ(t) = [gt(x1), gt(x2), gt(x3), gt(x4)]
peut eˆtre mise sous la forme γ(t) = p(t)
q(t) , ou` p et q sont des polynoˆmes de degre´ au plus 8.
Rappelons que le lacet
γ[x1,x2,x3,x4] ∗ γ(t) ∗ γ[g(x1),g(x2),g(x3),g(x4)]
repre´sente l’e´le´ment α(f, x1, x2, x3, x4) ∈ pi1(Σ, x∗4). Pour montrer que α(f, x1, x2, x3, x4)
est contenu dans une partie uniforme´ment borne´e de pi1(Σ, x
∗
4), il suffit de s’assurer que le
lacet γ(t) ne coupe l’axe re´el R ⊂ C − {0, 1} qu’un nombre uniforme´ment borne´ de fois.
Mais γ(t) est re´el si et seulement si p(t)q(t) est re´el. Le polynoˆme p(t)q(t) e´tant de degre´
au plus 16, la courbe γ coupe au plus 16 fois l’axe re´el. 2
Conside´rons alors un homomorphisme φ : pi1(Σ, x
∗
4)→ R et notons
uφ(f)(x1, x2, x3, x4) = φ(α(f, x1, x2, x3, x4)).
D’apre`s le lemme, la fonction (x1, x2, x3, x4) 7→ uφ(f)(x1, x2, x3, x4) est borne´e (en parti-
culier, de carre´ inte´grable). De la relation (∗), on de´duit que l’application
GS2 → L2(X4(S2), µ4ω)
f 7→ uφ(f−1)
est un cocycle. Fixons des re´els sj et s
′
j (1 ≤ j ≤ 4) tels que :
a1 < s1 < s
′
1 < s2 < s
′
2 < s3 < s
′
3 < s4 < s
′
4 < a2.
Notant Aj = S
1 × [sj, s′j] ⊂ S1×]a1, a2[, nous allons montrer que la fonction û(ϕ−1H ) ne




qui est de mesure positive dans X4(S
2). Remarquons que le re´sultat que nous souhaitons






4) ∈ X4(S2). Nous choisissons
donc ce point base en fonction du plongement i : S1×]a1, a2[→ S2. Pour cela, notons D1 et
D2 les deux composantes connexes de S
2\i(S1×[s1, s′4]) et supposons que ∂D1 = i(S1×s′4)
et ∂D2 = i(S
1×s1). Nous choisissons alors les points x∗1, x∗2, x∗3 et x∗4 de la manie`re suivante :
x∗4 ∈ ∂D1, x∗1 ∈ ∂D2, x∗3 ∈ i(S1 × s′3) et x∗2 ∈ i(S1 × s′1).
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Proposition 3.3.3 Si (θj , s
′′
j ) ∈ Aj (1 ≤ j ≤ 4), nous avons :












2 )] ∗ βn,
ou` αn et βn sont des e´le´ments de pi1(Σ, x
∗
4) borne´s inde´pendamment de n et γ est l’e´le´ment
de pi1(Σ, x
∗
4) repre´sente´ par le lacet :
(p2 ◦ ψ(x∗1, x∗2, i(θ, s′3), x∗4))θ∈S1 .
Preuve : la` encore, nous donnons une preuve tre`s similaire a` celle d’un re´sultat de [52].
Conside´rons l’application :
Υ : T4 → X4(S2)
(θ1, θ2, θ3, θ4) 7→ (i(θ1, s1), i(θ2, s′1), i(θ3, s′3), i(θ4, s′4)).
Il n’est pas difficile de s’assurer qu’il existe des e´le´ments αn et βn dans pi1(Σ, x
∗
4) (borne´s
inde´pendamment de n) tels que :








4)) = αn∗A([nϑ(s′′1)], [nϑ(s′′2)], [nϑ(s′′3)], [nϑ(s′′4)])∗βn,
ou` A : Z4 → pi1(Σ, x∗) est le morphisme induit par l’application p2 ◦ ψ ◦ Υ. Puisque le
cercle i(S1 × s′′4) borde le disque
D1 ∪ i(S1 × [s′′4, s′4])
qui est disjoint de chacun des trois cercles i(S1 × s′′j ) (1 ≤ j ≤ 3), l’e´le´ment
A(0, 0, 0, 1) ∈ pi1(Σ, x∗)
est trivial. De meˆme, l’e´le´ment A(1, 0, 0, 0) est trivial. Par construction, nous avons l’e´galite´








4))θ∈S1 peut eˆtre e´crit sous
la forme
α0 ∗ (x∗1, x∗2, i(θ, s′3), x∗4)θ∈S1 ,










α(t) e´tant un lacet d’home´omorphismes. D’apre`s la remarque qui suit, le lacet α est
contractile dansX4(S
2). Nous avons donc A(0, 1, 0, 0) = A(0, 0, 1, 0)−1 . L’e´nonce´ du lemme
est maintenant clair. 2
Remarque. Conside´rons un lacet (g(t)) d’home´omorphismes de la sphe`re et quatre
points distincts x1, x2, x3, x4 sur la sphe`re. Soit γ(s) = (γ1(s), γ2(s), γ3(s), γ4(s)) un lacet
dans X4(S
2), base´ en (x1, x2, x3, x4). En conside´rant l’application de deux variables
(g(t)(γ1(s)), g(t)(γ2(s)), g(t)(γ3(s)), g(t)(γ4(s)))
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on voit que les e´le´ments du groupe fondamental de X4(S
2) repre´sente´s par les lacets
γ0(t) = (g(t)(x1), g(t)(x2), g(t)(x3), g(t)(x4))
et γ(s) commutent. Le lacet γ0(t) repre´sente donc un e´le´ment du centre du groupe fonda-
mental de X4(S
2). Puisque ce goupe est un groupe libre, son centre est trivial et le lacet
γ0 est contractile.
Nous pouvons alors conclure la preuve du the´ore`me 7 dans le cas de la sphe`re. Choisis-
sons un homomorphisme φ : pi1(Σ, x
∗
4)→ R tel que :
φ(γ) = 1.
Il n’est pas difficile de s’assurer qu’un tel homomorphisme existe. Si (θj , s
′′

























Puisque nous avons suppose´ la fonction ϑ monotone sur l’intervalle ]a1, a2[, la quantite´




3.3.2 Sur le tore
Lorsque la surface est le tore T2, nous distinguons deux cas, selon que le plongement
i est incompressible (c’est-a`-dire induit une injection du groupe fondamental de l’anneau
S1×]a1, a2[ dans le groupe fondamental du tore) ou compressible.
Premier cas. Le plongement i est incompressible. Dans ce cas, comme dans le cas
de la sphe`re, nous n’aurons a` utiliser qu’un cocycle (et non pas un quasi-cocycle), que nous
avons de´ja` rencontre´. C’est la fonction “vecteur de rotation” u(f) : T2 → R2 associe´e a`
tout diffe´omorphisme hamiltonien f : T2 → T2. Nous noterons p : R2 → T2 la projection
canonique et fixons un releve´ iˆ : R×]a1, a2[→ R2 du plongement i : S1×]a1, a2[→ T2. Il
existe un e´le´ment v ∈ Z2 (repre´sentant l’image du morphisme i∗ : pi1(S1) → pi1(T2)) tel
que :
iˆ(θ + k, s) = iˆ(θ, s) + kv (k ∈ Z).
Nous avons alors :
u(ϕ−nH )(p(ˆi(θ, s))) = iˆ(θ + nϑ(s), s)− iˆ(θ, s)
= iˆ(θ + nϑ(s))− iˆ(θ + [nϑ(s)], s) + [nϑ(s)]v.
La quantite´ iˆ(θ + nϑ(s))− iˆ(θ + [nϑ(s)], s) est borne´e par une constante C inde´pendante
de n. Nous obtenons donc :∣∣∣∣∣∣∣∣u(ϕ−nH )(i(θ, s)) − [nϑ(s)]vn
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Cn
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(|| · || e´tant une norme arbitraire sur R2), et donc :
û(ϕ−1H )(i(θ, s)) = limn→∞
1
n
u(ϕnH)(i(θ, s)) = ϑ(s)v 6= 0.
La fonction mesurable û(ϕ−1H ) : T
2 → R2 ne s’annule donc pas sur l’ouvert i(S1×]a, b[) ⊂
T2. Nous obtenons bien le re´sultat voulu dans ce cas.
Second cas. Le plongement i est compressible. Dans ce cas, nous allons utiliser
un quasi-cocycle du type de ceux de´ja` rencontre´s au paragraphe 1.3 pour construire un
quasi-morphisme de Calabi sur le tore T2, dont nous avons rappele´ la construction en
exemple au paragraphe 3.2.2.
Nous fixons un quasi-morphisme homoge`ne φ : pi1(T
2−{0}, x∗)→ R tel que φ([a, b]) =
1, ou` a et b sont les ge´ne´rateurs standards du groupe pi1(T
2 −{0}, x∗). Nous reprenons la`
encore les notations du paragraphe 1.3.2. Pour tout point v ∈ X2(T2) on fixe un chemin
(αv(t))t∈[0,1] de x∗ a` v (de longueur borne´e inde´pendamment de v, pour une me´trique
riemannienne de´finie sur X2(T2)). Si f est un diffe´omorphisme hamiltonien de T
2 et (ft)
une isotopie hamiltonienne reliant l’identite´ a` f , on de´finit :
α(f, x, y) = [αx−y ∗ (ft(x)− ft(y)) ∗ αf(x)−f(y)] ∈ pi1(T2 − {0}, x∗),
puis Vf (x, y) = φ(α(f, x, y)) et enfin V˜f (x, y) = limp→∞
1
p
Vfp(x, y) (qui est de´fini presque
partout sur X2(T
2)). L’application f 7→ Vf−1 ∈ L2(X2(T2), µ2ω) est un quasi-cocycle,
comme nous l’avons vu au paragraphe 1.3.2.
Nous allons montrer que la fonction V˜ϕ1
H
n’est pas nulle presque partout. Fixons quatre
re´els b1, b2, b3, b4, tels que :
a1 < b1 < b2 < b3 < b4 < a2.
Puisque la courbe (i(θ, b1))θ∈S1 est contractile, il existe un plongement du disque u :
D ⊂ R2 → T2 tel que u(e2ipiθ) = i(θ, b1). Nous supposerons que pour x proche de ∂D,
u(x) ∈ i(S1×]a1, b1]) (le second cas possible, ou` u(x) ∈ i(S1 × [b1, a2[) est identique,
le lecteur doit simplement ajouter un signe − a` l’exposant qui se trouve au-dessus du
commutateur [a, b] et inverser les roˆles de t1 et t2 dans le lemme suivant).
Lemme 3.3.4 Soient (t1, t2) ∈ [b1, b2]× [b3, b4]. Alors, on peut e´crire :
α(ϕnH , i(θ1, t1), i(θ2, t2)) = αn ∗ [a, b][nϑ(t2)] ∗ βn,
ou` αn et βn sont des e´le´ments de pi1(T
2 − {0}, x∗) borne´s inde´pendamment de n.
Preuve : la preuve de ce lemme est tre`s similaire a` celles des lemmes rencontre´s aux para-
graphes 1.3.2 et 1.3.3. Il n’est pas difficile de s’assurer que le lacet α(ϕnH , i(θ1, t1), i(θ2, t2))
peut s’e´crire sous la forme
α′n ∗ γ ∗ β′n,
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ou` les lacets α′n et β
′
n repre´sentent des e´le´ments de pi1(T
2−{0}, x∗) borne´s inde´pendamment
de n et ou` γ s’e´crit :
αi(θ1,t1)−i(θ2,t2) ∗ (i(θ1 + s[nϑ(t1)], t1)− i(θ2 + s[nϑ(t2)], t2))s∈[0,1] ∗ αi(θ1,t1)−i(θ2,t2).
Le lacet (i(θ1 + s[nϑ(t1)], t1))s∈[0,1] borde le disque
u(D) ∪ i(S1 × [b1, t1]).
Ce disque ne rencontrant pas la courbe i(S1 × t2), γ est homotope au lacet :
αi(θ1,t1)−i(θ2,t2) ∗ (i(θ1, t1)− i(θ2 + s[nϑ(t2)], t2))s∈[0,1] ∗ αi(θ1,t1)−i(θ2,t2).
Puisque le lacet (i(θ1, t1)−i(θ2+s, t2))s∈[0,1] repre´sente un conjugue´ du commutateur [a, b]
dans le groupe pi1(T
2 − {0}, x∗), nous obtenons bien le re´sultat souhaite´. 2
Nous pouvons maintenant conclure : si ((θ1, t1), (θ2, t2)) ∈ S1 × [b1, b2] × S1 × [b3, b4],
nous avons l’ine´galite´ :
|Vϕn
H
(i(θ1, t1), i(θ2, t2))− [nϑ(t2)]| ≤ 2δ(φ) + 2maxn{|φ(αn)|, |φ(βn)|},
et donc V˜ϕ1
H
(i(θ1, t1), i(θ2, t2)) = ϑ(t2) 6= 0. Puisque i(S1 × [b1, b2]) × i(S1 × [b3, b4]) ⊂
X2(T
2) est de mesure positive, nous obtenons le re´sultat souhaite´.
3.3.3 Sur les surfaces de genre supe´rieur
Exactement comme dans le cas du tore, nous distinguons ici deux cas, selon que le
plongement i est incompressible ou non.
Premier cas. Le plongement i est incompressible. Nous allons utiliser la construc-
tion des quasi-morphismes Φη, de´ja` e´voque´e dans l’introduction et dans le paragraphe 1.2.1.
Nous fixons donc une me´trique a` courbure constante sur S. Nous notons γ la ge´ode´sique
ferme´e sur S qui est librement homotope a` la courbe (i(θ, t))θ∈S1 (t ∈]a, b[ e´tant quel-




Rappelons maintenant la de´finition du quasi-cocycle dont l’inte´gration donne naissance
(apre`s homoge´ne´isation) au quasi-morphisme Φη. Nous notons η˜ le releve´ de la 1-forme η
au reveˆtement universel S˜ de S et, si f ∈ GS , f˜ : S˜ → S˜ l’unique releve´ de S qui commute
avec l’action du groupe pi1(S) sur S˜. Enfin, si x ∈ S˜, on note δ(x, f˜ ) l’unique ge´ode´sique




est invariante sous l’action du groupe pi1(S) et descend donc en une fonction continue
v(η, f) : S → R. Comme nous l’avons de´ja` vu au paragraphe 1.2.1, nous avons la relation
(f, g ∈ GS) :
|v(η, f ◦ g)− v(η, g) − v(η, f) ◦ g| ≤ pi · ||dη||∞.
3.3. CAS DES FLOTS AUTONOMES 97
Fig. 3.1 –
L’application f 7→ u(f) := v(η, f−1) ∈ L2(S, µω) est donc un quasi-cocycle (les appli-
cations v(η, g) sont continues sur S donc de carre´ inte´grable). La` encore, nous fixons un
releve´ iˆ : R×]a1, a2[→ S˜ de l’application i : S1×]a1, a2[→ S. Il existe alors un e´le´ment T du
groupe fondamental de S (vu cette fois comme groupe d’automorphismes du reveˆtement
S˜ → S) tel que :
iˆ(θ + k, s) = T k (ˆi(θ, s)) (k ∈ Z, (θ, s) ∈ R×]a1, a2[).
Soit γ˜ ⊂ S˜ l’unique ge´ode´sique de S˜ globalement invariante par T . Bien suˆr, si y ∈ γ˜, le
segment de γ˜ reliant y a` T (y) se projette sur la ge´ode´sique ferme´e γ ⊂ S. Nous noterons pi :
S˜ → γ˜ la projection orthogonale sur γ˜. Nous fixons de´sormais un point (θ, s) ∈ R×]a1, a2[
et notons xk = pi(ˆi(θ+k, s)). Puisque γ˜ est invariante par la transformation T , nous avons :
xk = T
k(x0). Dans la suite, nous noterons ϕ˜
t
H le releve´ a` S˜ du flot ϕ
t
H .










ou` l’on a note´ [x0, xk] le segment de γ˜ reliant x0 a` xk, et kn = [nϑ(s)].
Preuve : nous noterons [x, y] l’unique ge´ode´sique de S˜ reliant deux points x, y de S˜.
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ou` ∆ est le triangle ge´ode´sique de sommets iˆ(θ, s), ϕ˜nH (ˆi(θ, s)), et iˆ(θ+kn, s). Cette quantite´
est borne´e par pi · |dη|∞ + |η|∞ · sups,u∈[0,1]d(ˆi(θ + s, s), iˆ(θ + s+ u, s)).








Pour cela nous distinguons deux cas, selon que les segments ge´ode´siques [ˆi(θ, s), iˆ(θ+kn, s)]
et [x0, xkn ] s’intersectent, ou non. Supposons d’abord qu’ils ne s’intersectent pas. Dans ce









ou` Q est le quadrilate`re ge´ode´sique de sommets iˆ(θ, s), iˆ(θ+kn, s), xkn , x0 (oriente´ de telle
sorte que son bord oriente´ soit forme´ des segments [ˆi(θ, s), iˆ(θ + kn, s], [ˆi(θ + kn, s), xkn ],
[xkn , x0], et [x0, iˆ(θ, s)], parcourus dans cet ordre). Nous avons alors :
|D | ≤ 2pi · |dη|∞.
Le cas ou` les segments ge´ode´siques [ˆi(θ, s), iˆ(θ+kn, s)] et [x0, xkn ] s’intersectent en un point
z se traite de la meˆme manie`re ( au lieu de conside´rer le quadrilate`re Q, nous conside´rons
les deux triangles ge´ode´siques ayant un sommet commun en z et ayant pour coˆte´ oppose´
les segments [ˆi(θ, s), x0] et [T
kn (ˆi(θ, s)), T kn(x0)] respectivement). 2
Une fois ce lemme acquis, nous pouvons facilement conclure : le segment ge´ode´sique
[x0, xkn ] ⊂ S˜ se projette sur la ge´ode´sique γ ⊂ S , parcourue kn fois. Ainsi :




















Puisque la suite kn
n
converge vers ϑ(s) et que
∫
γ
η = 1, nous avons û(ϕ−1H ) = ϑ(s). Nous
obtenons a` nouveau que sur l’ouvert i(S1×]a1, a2[), la fonction û(ϕ−1H ) ne s’annule pas.
Second cas. Le plongement i est compressible. Nous allons utiliser ici un quasi-
cocycle qui n’a pas encore e´te´ e´voque´ dans ce texte. Il a e´te´ introduit par Gambaudo et
Ghys [52]. Nous supposons la` encore que la surface S est munie d’une me´trique a` courbure
constante, notons M le fibre´ unitaire tangent a` S, et M˜ le fibre´ unitaire tangent a` S˜.
Enfin, nous notons p∞ : M˜ → S1∞ la projection de M˜ sur le bord a` l’infini du reveˆtement
universel de S.
Conside´rons une isotopie (pre´servant l’aire) (ft) sur S. La diffe´rentielle dft agit sur le
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L’isotopie [dft] : M → M se rele`ve en une isotopie Ft : M˜ → M˜ . Si v ∈ M˜ , on peut
conside´rer la courbe :
[0, 1] → S1∞
t 7→ p∞(Ft(v)),
et mesurer le nombre de tours qu’elle effectue sur le cercle S1∞. Pour cela, rappelons que
si γ : [0, 1] → S1∞ est un chemin continu, on lui associe (comme nous l’avons de´ja` fait au
chapitre 1) un entier n(γ) ∈ Z de la manie`re suivante. On fixe une parame´trisation de S1∞
par R/Z. Si γ˜ : [0, 1]→ R est un releve´ de γ a` R, on pose :
n(γ) = [γ˜(1)− γ˜(0)].
Cet entier est inde´pendant de l’home´omorphisme entre S1∞ et R/Z choisi. La fonction
M˜ → Z
v 7→ n(p∞(Ft(v)))
est invariante sous l’action du groupe fondamental de S sur M˜ et descend donc en une
fonction ψ : M → Z. Il n’est pas difficile de s’assurer que si v et w sont deux vecteurs
unitaires tangents a` S avec pi(v) = pi(w) (ou` pi de´signe la projection M → S) alors
|ψ(v) − ψ(w)| ≤ 2. On de´finit alors, si x ∈ S, v(f)(x) = infv∈M,pi(v)=xψ(v), et u(f) =
v(f−1). La fonction v(f) est mesurable et borne´e.
Lemme 3.3.6 L’application f 7→ u(f) est un quasi-cocycle.
Preuve : remarquons que la construction de la fonction v(f) est identique a` celle de la
fonction angle(−, f) que nous avons effectue´e au paragraphe 1.2.1 pour construire un
quasi-morphisme de Calabi sur les surfaces de genre supe´rieur. La seule diffe´rence est que
l’isotopie
Θ(ft) :M →M
utilise´e au paragraphe 1.2.1, a e´te´ remplace´e par l’action de la diffe´rentielle de l’isotopie
ft :
[dft] :M →M.
La preuve du fait que l’application u est un quasi-cocycle est alors rigoureusement identique
a` la preuve du lemme 1.2.1. 2
Soit (ft)t∈[0,1] une isotopie hamiltonienne sur S. Nous pouvons e´tendre cette isotopie
en un chemin de diffe´omorphismes (ft)t∈R de telle sorte que ft+1 = ft ◦ f1. La proposition
suivante explique comment calculer la valeur de la fonction û(f)(x) pour un point x ∈ S
dont l’orbite pendant l’isotopie (ft)t∈R est contenue dans un disque.
Proposition 3.3.7 Soit D un disque (ferme´) plonge´ dans la surface et x ∈ D un point
tel que ft(x) ∈ D pour tout re´el t. Nous fixons une trivialisation symplectique du fibre´









ou` Φ : S˜L2(R)→ R est le quasi-morphisme homoge`ne introduit au paragraphe 2.1.1.
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Preuve : la trivialisation fixe´e du fibre´ tangent au-dessus de D de´finit canoniquement
une trivialisation du fibre´ unitaire tangent associe´e, que nous notons ψ1 : D × S1 →
pi−1(D) ⊂ M . Par ailleurs on peut de´finir une seconde trivialisation du fibre´ M → S
au-dessus de D, de la manie`re suivante. Choisissons une section ς : D → S˜ du reveˆtement
S˜ → S au-dessus du disque D. La diffe´rentielle de cette section induit une application
dς : pi−1(D) ⊂M → M˜ . L’application
pi−1(D) → D × S1∞
v 7→ (pi(v), p∞(dς(v)))
est une trivialisation du fibre´ M → S au-dessus de D. Nous noterons ψ2 : D × S1∞ →
pi−1(D) l’inverse de l’application ci-dessus. Nous fixons maintenant une parame´trisation
de S1∞ par R/Z. Il existe alors une application a : D → R telle que l’application :
ψ−11 ◦ ψ2 : D × S1∞ → D × S1
s’e´crive ψ−11 ◦ ψ2(x, v) = (x, e2ipia(x) · v). Choisissons maintenant un vecteur tangent v au
point x. On peut e´crire :
[dft](v) = ψ2(ft(x), e
2ipiθ(t)).
Dans la premie`re trivialisation, nous avons donc
[dft](v) = ψ1(ft(x), e
2ipi(θ(t)+a(ft (x))).





Puisque l’application a est borne´e, cette quantite´ est e´gale a` :
limp→∞
(θ(p) + a(fp(x)))− (θ(0) + a(f(x)))
p
.
Cette dernie`re quantite´ est e´gale a` la moitie´ du nombre de rotation (pendant l’isotopie (ft))




est quant a` elle e´gale au nombre de rotation de la direction engendre´e par le vecteur v.




Graˆce a` la proposition pre´ce´dente, nous pouvons calculer les valeurs de la fonction :
û(ϕ1H) ◦ i : S1×]a1, a2[→ R. Fixons deux re´els c et d tels que a1 < c < d < a2. Choisissons
e´galement un plongement A : D → S tel que A(e2ipiθ) = i(θ, c). Nous supposerons que
A(x) ∈ i(S1×]a1, c]) pour x proche de ∂D. Ceci e´quivaut a` dire que l’orientation du
cercle i(S1 × c) comme bord du disque A(D) est donne´e par le champ de vecteurs i∗( ∂∂θ ).
La` encore, le cas contraire ou` A(x) ∈ i(S1 × [c, a2[) (pour x proche de ∂D) se traite de
manie`re identique. Nous fixons maintenant une trivialisation symplectique du fibre´ tangent
au-dessus du disque
D′ = A(D) ∪ i(S1 × [c, d]).
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D’apre`s la proposition pre´ce´dente, nous avons donc û(ϕ−1H )(i(θ, t)) = ϑ(t). Puisque l’en-
semble i(S1 × [c, d]) est de mesure positive, la fonction û(ϕ−1H ) n’est pas nulle presque
partout. Nous avons donc acheve´ la preuve du the´ore`me 7 dans le cas des surfaces de
genre supe´rieur.
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Chapitre 4
Quelques plats pour la me´trique
de Hofer
103
104 CHAPITRE 4. ME´TRIQUE DE HOFER
4.1 Distance de Hofer
Nous de´signons toujours par G le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une
varie´te´ symplectique (M,ω) (qui peut eˆtre ferme´e ou ouverte) de dimension 2n.
En 1990, Hofer [68] a de´couvert que l’on pouvait munir le groupe G d’une remarquable
distance, note´e ρ, qui est biinvariante, c’est-a`-dire, invariante a` la fois par les translations a`
droite et a` gauche de G . Rappelons-en la de´finition. L’oscillation d’une fonction (a` support
compact) F :M → R, note´e osc(F ), est la quantite´
max(F )−min(F ).
Ceci de´finit une norme sur l’espace des fonctions lisses sur M qui sont normalise´es (c’est-
a`-dire, d’inte´grale nulle pour la forme volume ωn siM est compacte, et a` support compact
si M est ouverte). Bien suˆr cet espace s’identifie a` l’espace des champs de vecteurs ha-
miltoniens sur M , auquel on peut penser comme a` l’espace tangent a` G en l’identite´. La
distance de Hofer est alors la distance finslerienne associe´e a` cette norme. Plus pre´cise´ment,
si (Ht)0≤t≤1 est un hamiltonien de´pendant du temps, nous pouvons de´finir la longueur de





L’e´nergie d’un e´le´ment f ∈ G est la quantite´
||f || = inf `({ft})
ou` l’infimum porte sur toutes les isotopies hamiltoniennes dont le temps 1 est f . Si h est
un diffe´omorphisme symplectique quelconque, l’isotopie h ◦ ft ◦ h−1 est engendre´e par la
fonction de´pendante du temps
Ht ◦ h−1.
Pour chaque instant, celle-ci a la meˆme oscillation que Ht. Ceci assure donc que l’e´nergie
d’un diffe´omorphisme hamiltonien est invariante par conjugaison. On de´finit alors ρ(f, g) =
||fg−1||. Notons que le point crucial pour s’assurer que ρ est une distance est d’e´tablir qu’un
diffe´omorphisme f ∈ G \ {1l} a une e´nergie strictement positive. Cela a e´te´ prouve´ par
Hofer [68] dans le cas de R2n, par Polterovich [99] pour les varie´te´s rationnelles (c’est-a`-
dire les varie´te´s pour lesquelles la classe de cohomologie [ω] est rationnelle) et en toute
ge´ne´ralite´ par Lalonde et McDuff [77] (voir aussi [27, 94, 109, 115] pour d’autres preuves,
dans diffe´rents cas particuliers). Nous reviendrons sur ce point au paragraphe suivant.
Nous renvoyons le lecteur aux livres [71, 102] pour une introduction plus de´taille´e a` ce
sujet.
Bialy et Polterovich [15] ont prouve´ le re´sultat suivant. Lorsque M = R2n, muni de
sa structure symplectique standard, il existe un voisinage U de l’identite´ dans G (pour la
topologie C1) et un voisinage V de l’origine dans l’espace vectoriel des fonctions C∞ a` sup-
port compact sur Rn (pour la topologie C2) tels que (U, ρ) et (V, dosc) soient isome´triques
(ou` dosc(F,G) = osc(F −G)). On peut interpre´ter ce fait en disant que G est localement
plat. Ce re´sultat a depuis e´te´ ge´ne´ralise´ a` d’autres varie´te´s [78, 95].
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Par ailleurs, on sait maintenant pour une large classe de varie´te´s symplectiques que l’es-
pace me´trique (G , ρ) est de diame`tre infini (voir [102] pour quelques re´sultats et re´fe´rences).
A l’oppose´ du re´sultat de Bialy et Polterovich pre´ce´demment cite´, on peut donc s’inte´resser,
lorsque le diame`tre de G est infini, a` la ge´ome´trie a` grande e´chelle de (G , ρ). Dans cet
esprit nous montrons le :
The´ore`me 8 Supposons qu’il existe une sous-varie´te´ lagrangienne ferme´e L plonge´e dans
M , ve´rifiant les deux conditions suivantes :
• l’application induite pi1(L) → pi1(M) entre les groupes fondamentaux de L et M est
injective,
• il existe sur L une me´trique riemannienne a` courbure ne´gative ou nulle.
Alors, pour tout entier naturel N , il existe un morphisme φ : RN → G ayant la proprie´te´
suivante. Si | · |est une norme fixe´e sur RN , il existe une constante strictement positive
CN telle que :
C−1N |x− y| ≤ ρ(φ(x), φ(y)) ≤ CN |x− y|,
pour tous x, y de RN .
Nous verrons que, lorsque l’on choisit comme norme sur RN la norme




la constante CN que nous obtenons converge exponentiellement vite vers l’infini lorsque
N tend vers l’infini. Citons quelques exemples de varie´te´s symplectiques ve´rifiant les hy-
pothe`ses du the´ore`me :
• Le fibre´ cotangent T ∗L (muni de sa structure symplectique canonique : ω = d(pdq)),
d’une varie´te´ ferme´e L posse´dant une me´trique riemannienne a` courbure ne´gative ou nulle.
• Une surface compacte orientable de genre strictement positif, munie d’une forme d’aire ;
un produit de surfaces de genres strictement positifs.
• Soit V 3 une varie´te´ ferme´e de dimension 3 qui fibre sur le cercle : pi : V 3 → S1. Supposons
le genre de la fibre strictement positif. Notons θ1 la coordonne´e sur le cercle. Soit Ω une
2-forme ferme´e sur V 3 qui soit non-de´ge´ne´re´e sur chaque fibre de pi. Conside´rons la varie´te´
M = V 3 × S1. Si θ2 de´signe la coordonne´e sur le second facteur de M , la forme
ω = Ω+ pi∗(dθ1) ∧ dθ2
est une forme symplectique surM . Pour toute courbe ferme´e simple essentielle γ contenue
dans une fibre de pi, nous obtenons un tore lagrangien incompressible γ × S1 dans M .
Notons que dans tous les exemples ci-dessus, le reveˆtement universel M˜ de la varie´te´
M est symplectiquement diffe´omorphe a` R2n, muni de sa structure symplectique stan-
dard. Dans le cas ou` M est une surface de genre supe´rieur ou e´gal a` 1, nous verrons au
paragraphe 4.3 que des re´sultats de Polterovich permettent en fait de plonger un espace
vectoriel norme´ de dimension infinie dans le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens.
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Pour construire le morphisme φ en ge´ne´ral, nous allons utiliser une ide´e de Lalonde et
Polterovich [79]. D’apre`s un the´ore`me classique de Weinstein, un voisinage U de L dans
M est symplectomorphe a` un voisinage de la section nulle dans le fibre´ cotangent T ∗L. On
peut supposer que U est un fibre´ en boules au-dessus de L. Nous pouvons donc conside´rer
des flots hamiltoniens sur M qui, dans U (ou une partie de U), co¨ıncident avec le flot
ge´ode´sique sur L (pour une me´trique a` courbure ne´gative fixe´e). Notons u˜t : T ∗L˜→ T ∗L˜
le flot ge´ode´sique sur le reveˆtement universel L˜ de L. Nous allons tirer parti du fait suivant,
duˆ a` la courbure ne´gative : si K est un compact de T ∗L˜ qui e´vite la section nulle, on a
u˜t(K) ∩K = ∅ pour t suffisament grand.
Dans le cas ou` la varie´te´ M est le disque D2 = {(x, y) ∈ R2, |x|2 + |y|2 < 1}, et que le
groupe G est muni de la distance “hydrodynamique” L2, des re´sultats similaires au noˆtre
avaient e´te´ prouve´s par Benaim et Gambaudo [11] puis Crisp et Wiest [28]. Rappelons la
de´finition de cette distance. Si ft : D
2 → D2 est une isotopie hamiltonienne, on de´finit sa




|Xt(x, y)|dx ∧ dy dt,
ou` Xt de´signe le champ de vecteurs qui engendre l’isotopie (ft) et | · | est la norme eucli-
dienne sur R2. La distance entre deux diffe´omorphismes f et g est alors la borne infe´rieure
des longueurs des isotopies (ht) telles que h0 = 1l et h1 = fg
−1. Notons que cette distance
est invariante a` droite seulement. Elle peut eˆtre de´finie plus ge´ne´ralement sur la compo-
sante neutre du groupe des diffe´omorphismes pre´servant le volume d’une varie´te´ rieman-
nienne compacte (voir [4] a` ce sujet). Dans [11], Benaim et Gambaudo ont construit des
plongements quasi-isome´triques de groupes abe´liens libres et de groupes libres de rang ar-
bitraire dans le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens du disque, muni de sa me´trique
L2. Crisp et Wiest [28] ont ge´ne´ralise´ leur construction a` d’autres groupes de type fini.
Dans le paragraphe suivant, nous rappelons quelques faits classiques de topologie sym-
plectique ; puis, au paragraphe 4.3 nous rappelons les re´sultats de Polterovich qui donnent
une version plus forte de notre e´nonce´ dans le cas des surfaces de genre strictement positif ;
enfin nous prouvons le the´ore`me 8 au paragraphe 4.4.
4.2 Ine´galite´ entre e´nergie et capacite´
Nous rappelons d’abord la notion de capacite´ symplectique (voir [71] pour une discussion
plus de´taille´e).
De´finition 5 Une capacite´ symplectique est une application c qui a` toute varie´te´ symplec-
tique (N,Ω) associe un nombre c(N,Ω) ∈ [0,+∞[ et qui ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
1. (monotonie) si ψ : (N1,Ω1)→ (N2,Ω2) est un plongement symplectique de N1 dans
N2 (ou` N1 et N2 sont de meˆme dimension), alors c(N1,Ω1) ≤ c(N2,Ω2),
2. (homoge´ne´ite´) c(N,λΩ) = |λ| · c(N,Ω), pour tout re´el non-nul λ,
3. (normalisation) c(B2n(1), ω0) = c(Z
2n(1), ω0) = pi.
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Dans le dernier point ci-dessus, ω0 de´signe la forme symplectique standard de R
2n, B2n(1)
est la boule unite´ euclidienne de R2n, et Z2n(1) est le cylindre :
{(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ R2n, x21 + y21 < 1}.
Les deux dernie`res conditions assurent que la capacite´ de la boule euclidienne de rayon r
B2n(r) ⊂ R2n est e´gale a` pir2.
Rappelons maintenant la de´finition de la capacite´ de Gromov d’une varie´te´ symplectique
(N,Ω), que nous noterons cG(N,Ω). C’est la quantite´ :
sup{pir2; il existe un plongement symplectiqueB2n(r)→ N}.
Le seul point non-trivial pour s’assurer que cG ve´rifie effectivement les axiomes d’une
capacite´ symplectique, est d’e´tablir que s’il existe un plongement symplectique de la boule
B2n(r) dans le cylindre Z2n(1), alors r ≤ 1. Mais c’est exactement ce qu’affirme le (difficile)
the´ore`me de non-tassement de Gromov [62]. Par ailleurs, il n’est pas difficile de ve´rifier,
par de´finition meˆme de la capacite´ cG, que si c est une capacite´ symplectique quelconque,
on a cG ≤ c. En effet, si (N,Ω) est une varie´te´ symplectique, et ψ : B2n(r) → N un
plongement symplectique, nous avons, par monotonie de c :
c(B2n(r), ω0) ≤ c(N,Ω).
Puisque c est normalise´e cette ine´galite´ s’e´crit en fait :
pir2 ≤ c(N,Ω).
Dans le membre de gauche de l’ine´galite´ ci-dessus, nous pouvons alors prendre la borne
supe´rieure lorsque le plongement ψ varie. Nous obtenons :
cG(N,Ω) ≤ c(N,Ω).
Si A est une partie de la varie´te´ symplectique (M,ω), nous noterons cG(A) la capacite´
de Gromov de l’ouvert Int(A) muni de la forme symplectique ω. Lalonde et McDuff [77]
ont e´tabli le re´sultat suivant. Si f est un e´le´ment de G et A une partie de M qui est
disjointe d’elle-meˆme par f , c’est-a`-dire qui ve´rifie f(A) ∩ A = ∅, alors l’e´nergie de f est
minore´e par la moitie´ de la capacite´ de Gromov de A :
||f || ≥ 1
2
cG(A).
Rappelons que c’est cette ine´galite´ qui permet d’e´tablir que la distance de Hofer est non-
de´ge´ne´re´e : si f est un diffe´omorphisme diffe´rent de l’identite´, on peut trouver un ouvert
de M qui est disjoint de lui-meˆme par f . Puisque tout ouvert non-vide a une capacite´
strictement positive, l’e´nergie de f est non-nulle. Une telle ine´galite´ avait e´te´ prouve´e (sans
le facteur 12 ) par Hofer dans R
2n [69] (voir aussi [49]). Dans la suite, le mot “capacite´” fera
re´fe´rence a` la capacite´ de Gromov. C’est en effet la seule que nous utiliserons de´sormais.
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Expliquons maintenant comment nous allons utiliser cette ine´galite´. Notons d’abord
que toutes les varie´te´s symplectiques qui ve´rifient les hypothe`ses de notre the´ore`me ont
un groupe fondamental infini, et donc un reveˆtement universel p : M˜ →M non compact.
Fixons un e´le´ment f de G . Conside´rons une isotopie hamiltonienne ft :M →M , engendre´e
par un hamiltonien (Ht), telle que f1 = f . Notons f˜t : M˜ → M˜ le releve´ de l’isotopie (ft)
issu de l’identite´. C’est une isotopie hamiltonienne engendre´e par la fonction Ht ◦ p (a`
support non compact). Nous obtenons ainsi un releve´ f˜1 : M˜ → M˜ de f . Suivant [79],
nous appellerons releve´ admissible de f tout releve´ ainsi obtenu.
Proposition 4.2.1 ([79]) Soit c > 0 et f ∈ G . Supposons que pour tout releve´ admis-
sible f˜ de f , il existe une partie A de M˜ de capacite´ supe´rieure ou e´gale a` c telle que
f˜(A) ∩A = ∅. Alors ||f || ≥ c2 .
Remarque : siM est non compacte, puisque nous ne conside´rons que des isotopies hamil-
toniennes surM a` support compact, il est clair qu’il existe un unique releve´ admissible. Si
M est compacte, une conse´quence facile de la (difficile) conjecture d’Arnold (voir [50, 82])
est que l’application d’e´valuation
pi1(G , 1l)→ pi1(M,x0)
a une image triviale. Ceci implique que tout diffe´omorphisme hamiltonien de M posse`de
un unique releve´ admissible. Ainsi, pour appliquer la proposition ci-dessus, il suffit de
ve´rifier l’hypothe`se pour un seul diffe´omorphisme de M˜ . Cependant, pour garder a` ce
chapitre un caracte`re e´le´mentaire, nous n’utiliserons pas ce fait.
Preuve de la proposition : conside´rons une isotopie hamiltonienne (ft) sur M , engendre´e
par la fonction a` support compact Ht, telle que f1 = f . Soit A un compact contenant la





n = 0, pour tout t. Soit (f˜t) l’isotopie de M˜ engendre´e par la
fonction Ht◦p. Par hypothe`se on peut trouver un compact K de M˜ de capacite´ supe´rieure
a` c−, qui est disjoint de lui-meˆme par f˜1. Soit B une boule de M˜ qui contient ∪t∈[0,1]f˜t(K)
et telle que la projection p : B → A soit surjective ; et ϕ : M˜ → [0, 1] une fonction
a` support compact valant 1 sur B. L’isotopie hamiltonienne engendre´e par la fonction a`
support compact de´finie par Gt(x) = ϕ(x)Ht(p(x)) disjoint K de lui-meˆme. Nous obtenons
donc, d’apre`s l’ine´galite´ entre e´nergie et capacite´,
∫ 1
0 osc(Gt)dt ≥ c−2 . Puisque osc(Gt) =
osc(Ht), on obtient l’estimation voulue. 2
Une conse´quence classique de la preuve ci-dessus est qu’un releve´ admissible d’un
diffe´omorphisme hamiltonien de M ne peut disjoindre d’elle-meˆme une partie de M˜ de
capacite´ infinie.
4.3 Cas des surfaces : les re´sultats de Polterovich
Dans ce paragraphe, nous ne conside´rons que des hamiltoniens pe´riodiques en temps,
c’est-a`-dire, des fonctions de´finies surM×S1 (ou`M est la varie´te´ symplectique conside´re´e).
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Il n’est pas difficile de s’assurer que tout diffe´omorphisme hamiltonien est le temps 1 d’une
isotopie hamiltonienne engendre´e par une telle fonction et qu’on ne modifie pas la distance
de Hofer en ne conside´rant que de telles isotopies (voir [102]).
Nous conside´rons une surface ferme´e S de genre supe´rieur ou e´gal a` 1, munie d’une
forme d’aire, et une courbe ferme´e simple essentielle γ ⊂ S. Dans [102], en utilisant une
ide´e de´ja` apparue dans [101], Polterovich prouve le the´ore`me suivant.
Si (Ht)t∈S1 est un hamiltonien normalise´ (
∫
S
Ht ω = 0 pour tout t), tel que |Ht(x)| ≥ C
pour x ∈ γ et t ∈ S1, alors ρ(f, 1l) ≥ C, ou` f de´signe le temps 1 de l’isotopie hamiltonienne
engendre´e par (Ht).
Nous rappelons rapidement les grandes lignes de la preuve de ce re´sultat. Si (ft) est
l’isotopie engendre´e par (Ht), une autre isotopie reliant l’identite´ a` f serait de la forme
gt ◦ ft
ou` (gt) est un lacet de diffe´omorphismes hamiltoniens. Elle est engendre´e par le hamilto-
nien Gt + Ht ◦ g−1t (ou` Gt de´signe le hamiltonien qui engendre le lacet gt). Polterovich
rame`ne alors le proble`me conside´re´ a` un proble`me d’intersection lagrangienne. A cet effet,
conside´rons le plongement suivant :
γ × S1 → S × S1 ×R
(x, t) 7→ (gt(x), t,−Gt(gt(x))).
Lorsque l’on munit la varie´te´ S × S1 × R de la forme symplectique ω + du ∧ dθ (u ∈
R, θ ∈ S1), ce plongement est lagrangien. Puisque le groupe GS des diffe´omorphismes
hamiltoniens de S est simplement connexe, on peut montrer (voir [102]) que ce plongement
est le temps 1 d’une famille a` un parame`tre is de plongements lagrangiens exacts, telle que
i0 soit de´fini par i0(x, t) = (x, t, 0). D’apre`s un the´ore`me de Gromov [62], ceci implique
que l’intersection
i0(γ × S1) ∩ i1(γ × S1)
est non-vide. Il existe donc (x0, t0) ∈ γ × S1 tel que i1(x0, t0) ∈ i0(γ × S1), c’est-a`-dire :
gt0(x0) ∈ γ et Gt0(gt0(x0)) = 0.
Nous avons donc :
|Gt0(gt0(x0)) +Ht0(g−1t0 (gt0(x0)))| = |Ht0(x0)| ≥ C.
Ceci assure que l’oscillation de la fonction Gt0 + Ht0 ◦ g−1t0 est supe´rieure ou e´gale a` C.
Dans [102], Polterovich prouve que la distance de Hofer d’un diffe´omorphisme f a` l’identite´,
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(ou` Ft de´crit l’ensemble des hamiltoniens engendrant une isotopie de l’identite´ a` f) est en






Nous avons vu qu’une isotopie arbitraire reliant l’identite´ a` f est engendre´e par un hamil-
tonien de la forme Gt +Ht ◦ g−1t ou` Gt engendre un lacet (gt). De plus nous avons e´tabli
que, dans ce cas, il existe t0 ∈ S1 tel que :
osc(Gt0 +Ht0 ◦ g−1t0 ) ≥ C.
Nous avons donc max
t
osc(Gt+Ht ◦g−1t ) ≥ C, et donc par ce qui pre´ce`de ρ(f, 1l) ≥ C. Ceci
e´tablit donc le the´ore`me de Polterovich mentionne´ ci-dessus.
Il est maintenant aise´ de plonger un espace vectoriel norme´ de dimension infinie dans le
groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens de S, muni de la distance de Hofer. Conside´rons
par exemple le tore T2, muni des coordonne´es (x, y) ∈ S1 × S1 et de la forme d’aire
ω = dx ∧ dy. Soit E l’espace des fonctions de classe C∞ sur T2, de moyenne nulle, ne
de´pendant que de la coordonne´e x. Si H ∈ E, notons ϕtH le flot hamiltonien associe´.
D’apre`s le the´ore`me de Polterovich que nous venons d’exposer, nous avons :
ρ(ϕ1H , 1l) ≥ |H|∞
(ou` |H|∞ = sup
x∈S1
|H(x)|). Par ailleurs, ρ(ϕ1H , 1l) ≤ osc(H) ≤ 2 · |H|∞. L’application
ψ : E → GT2
H 7→ ϕ1H
est donc un plongement quasi-isome´trique lorsque E est muni de la norme | · |∞. En fait,
on peut prouver dans ce cas que ρ(ϕ1H , 1l) = osc(H) (voir [102]), l’application ψ est donc
une isome´trie lorsque E est muni de la distance induite par la norme osc.
Dans le cas d’une surface de genre supe´rieur ou e´gal a` 2, on peut bien entendu faire une
construction analogue. Choisissons un plongement incompressible (c’est-a`-dire induisant
une injection entre les groupes fondamentaux) i : S1×]a, b[→ S tel que i∗ω = ds ∧ dθ
(s ∈]a, b[, θ ∈ S1). Notons E l’espace des fonctions C∞ a` support compact sur l’intervalle
]a, b[, de moyenne nulle. Chaque fonction de E de´finit naturellement, via le plongement i,
un hamiltonien normalise´ sur la surface S. Comme pre´ce´demment, ceci permet d’obtenir
un plongement quasi-isome´trique de E dans le groupe GS .
4.4 Construction des plats
Pour illustrer l’ide´e de la preuve du the´ore`me 8, nous commenc¸ons par expliquer com-
ment plonger quasi-isome´triquement R2 (muni d’une norme quelconque) dans le groupe
des diffe´omorphismes hamiltoniens du tore T2, en utilisant uniquement l’ine´galite´ entre
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e´nergie et capacite´ dans le reveˆtement universel (bien suˆr, l’existence d’un tel plongement
est aussi une conse´quence des re´sultats du paragraphe pre´ce´dent).
Dans le tore T2, conside´rons les deux anneaux :
A1 = {(x, y), 0 ≤ x ≤ 14}
A2 = {(x, y), 12 ≤ x ≤ 34}
(nous avons identifie´ le cercle S1 au segment [0, 1] avec ses deux extre´mite´s identifie´es).
Conside´rons alors deux fonctions H1,H2 : T
2 → R, normalise´es, ne de´pendant que de x,
telles que H ′1(x) = 1 pour x ∈ [0, 14 ] ∪ [12 , 34 ], H ′2(x) = 1 pour x ∈ [0, 14 ], et H ′2(x) = −1
pour x ∈ [12 , 34 ]. Nous avons ainsi, sur l’anneau A1 :
ϕtH1(x, y) = ϕ
t
H2
(x, y) = (x, y + t);
et sur l’anneau A2 :
ϕtH1(x, y) = (x, y + t),
ϕtH2(x, y) = (x, y − t).
Conside´rons alors le morphisme φ : R2 → GT2 de´fini par : φ(a, b) = ϕaH1 ◦ϕbH2 . Nous avons
bien suˆr
ρ(φ(a, b), 1l) ≤ (|a|+ |b|)max{osc(H1), osc(H2)}.
Nous allons ve´rifier que ρ(φ(a, b), 1l) ≥ |a|+|b|4 , ce qui assurera que φ est un plongement
quasi-isome´trique lorsque R2 est muni de la norme |(a, b)| = |a| + |b| (et donc e´galement




R2 des flots ϕtH1 et ϕ
t
H2
. Si a et b sont de meˆme signe, sur la bande
{(x, y) ∈ R2, 0 ≤ x ≤ 1
4
},
le diffe´omorphisme ϕ˜aH1 ◦ ϕ˜bH2 co¨ıncide avec la translation (x, y) 7→ (x, y+a+ b). Il disjoint
donc de lui-meˆme l’ensemble
{(x, y), 0 < x < 1
4
, 0 < y < |a|+ |b| = |a+ b|},







le diffe´omorphisme ϕ˜aH1 ◦ ϕ˜bH2 co¨ıncide avec la translation (x, y) 7→ (x, y+a− b). Il disjoint






, 0 < y < |a|+ |b| = |a− b|},
qui est e´galement d’aire |a|+|b|4 . Nous concluons alors avec l’ine´galite´ entre e´nergie et ca-
pacite´, comme explique´ au paragraphe 4.2.
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Nous prouvons maintenant le the´ore`me 8 en toute ge´ne´ralite´. Fixons une me´trique
riemannienne a` courbure ne´gative ou nulle g sur L. Nous noterons dg la distance induite
par g sur le reveˆtement universel L˜ de L, et |p|2q = gq(p, p) le carre´ de la norme d’un
vecteur tangent p en un point q de L ou de L˜.
Quitte a` multiplier la me´trique g par une constante, on peut supposer qu’il existe un
voisinage U de L dans M et un diffe´omorphisme symplectique





3) = {(q, p) ∈ T ∗L, |p|2q < 3}. Fixons de´sormais un entier naturel N . Notons Ai
(1 ≤ i ≤ 2N ) la partie suivante de T ∗L(√3) :
{(q, p), 1 + i− 1
2N







Nous avons repre´sente´ en noir sur la figure 1, dans le cas ou` N = 2, la trace des ensembles
A1, . . . , A4 sur une fibre de la projection T
∗L→ L. En fait, il n’est pas difficile de ve´rifier
que pour plonger (quasi-isome´triquement) RN dans le groupe des diffe´omorphismes ha-
miltoniens, il suffit d’utiliser 2N−1 domaines de la forme de Ai. Nous en utilisons ici 2
N
pour simplifier la pre´sentation.
Il sera plus commode d’indexer les ensembles (Ai)1≤i≤2N par {±1}N . Pour cela nous
fixons une bijection entre {±1}N et {1, . . . , 2N} :
I = (I1, . . . , IN ) ∈ {±1}N 7→ i(I) ∈ {1, . . . , 2N}.
Soit, pour 1 ≤ k ≤ N , ϕk : [0, 3] → R une fonction de classe C∞, ayant les proprie´te´s
suivantes :
• l’application ϕk est nulle en dehors de l’intervalle [12 , 52 ].










], ϕk(s) = −s.
Enfin si (q, p) ∈ T ∗L(√3), on pose Hk(q, p) = 12ϕk(|p|2q). Graˆce au diffe´omorphisme θ
on peut voir Hk comme une fonction sur U , que l’on prolonge par 0 en dehors de U
pour obtenir une fonction lisse sur M . Les flots hamiltoniens φtHk associe´s aux fonctions
H1, . . . ,HN commutent et de´finissent une action de R
N sur M . Nous de´finissons un mor-
phisme φ : RN → G par :




Nous avons bien suˆr :
ρ(φ(a), φ(b)) = ||
N∏
k=1
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Fig. 4.1 –
ou` l’on a note´ C = max1≤k≤N ||φ1Hk ||. Pour prouver le the´ore`me, nous devons e´tablir une
minoration de la forme




pour tout a ∈ RN , pour une certaine constante N . On peut ensuite prendre CN =
max(−1N , C).
Fixons donc a = (a1, . . . , aN ) ∈ RN −{0}. On peut choisir I ∈ {±1}N tel que Ikak ≥ 0










k=1 |ak|). Notons ut : T ∗L→ T ∗L le flot ge´ode´sique (pour la me´trique g) : c’est
le flot hamiltonien associe´ a` la fonction E(q, p) = 12 |p|2q. Le flot hamiltonien engendre´ par
la fonction
∑N
k=1 akHk co¨ıncide donc avec le flot (u
lt) sur Ai(I).
Choisissons une composante connexe U˜ de l’image inverse de U dans M˜ . Puisque L est
incompressible dans M , U˜ est symplectiquement diffe´omorphe a` T ∗L˜(
√
3). Nous choisis-
sons e´galement un point base q0 ∈ L˜, et notons B(q0, R) la boule ouverte de L˜ de rayon
R centre´e en q0.
Notons φ˜(a) : M˜ → M˜ le releve´ admissible de φ(a) de´termine´ par l’isotopie engendre´e
par la fonction
∑N
k=1 akHk. Un autre releve´ admissible (hypothe´tique ! ! ! d’apre`s la re-
marque faite plus haut) serait de la forme T ◦ φ˜(a) ou` T est un e´le´ment du groupe fonda-
mental deM . Notons que T appartient ne´cessairement au groupe fondamental de L, sinon
T ◦ φ˜(a) disjoindrait U˜ de lui-meˆme. C’est impossible car U˜ est de capacite´ infinie (ceci se
de´duit, par exemple, de la proposition 4.4.1). Ici, nous pensons au groupe fondamental de
L comme au sous-groupe du groupe des automorphismes du reveˆtement M˜ → M forme´
des transformations T ′ telles que T ′(U˜) = U˜ .




{(q, p), q ∈ B(q0, R), 1 + i0 − 1
2N
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Si (q, p) ∈ A˜i0,R, e´crivant φ˜(a)(q, p) = (q′, p′), nous avons dg(q, q′) ≥ l. Ceci assure que
φ˜(a)(A˜i0,R) ∩ A˜i0,R = ∅.
Conside´rons maintenant un autre releve´ admissible de la forme T ◦ φ˜(a) (T ∈ pi1(L)−{1}).
Supposons que T ◦ φ˜(a)(A˜i0,R) rencontre A˜i0,R. Il existe alors (q, p) ∈ A˜i0,R tel que
φ˜(a)(q, p) = (q′, p′) ∈ T−1(A˜i0,R).
On obtient alors :
dg(T (q0), q0) ≥ dg(T (q0), T (q′))− dg(T (q′), q0)
≥ dg(T (q0), T (q′))−R
≥ dg(q′, q)− 2R
≥ l2 .
Si ν et C sont des constantes strictement positives, nous noterons
Λν,C = {(q, p), q ∈ B(q0, C), |p|q < ν}.





T ◦ φ˜(a)(q, p) = T (q, p) = (q′, p′) ve´rifie :
dg(q

















En re´sume´, tout releve´ admissible de φ(a) disjoint d’elle-meˆme une partie de M˜ de













Pour conclure la preuve du the´ore`me, il nous reste a` obtenir une minoration, line´aire en




. La preuve de la proposition suivante m’a e´te´ sugge´re´e
par Jean-Claude Sikorav.






Preuve : on commence par ramener l’estimation de la capacite´ de A˜i0,R a` celle d’un en-
semble de la forme Λα,R = {(q, p), q ∈ B(q0, R), |p|q < α}.







q ∈ B(q0, 2R). Pour cela fixons un point q∞ ∈ L˜ tel que dg(q0, q∞) ≥ 107 · R, et prenons
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multiplie´e par une fonction plateau qui s’annule au voisinage de q∞. Notons TV (q, p) =
(q, p−dV (q)) ((q, p) ∈ T ∗L˜). On ve´rifie aise´ment que si q ∈ B(q0, R) et |p|q < (10·2N+2)−1,
alors (q, dV (q) + p) ∈ A˜i0,R. L’application TV e´tant un diffe´omorphisme symplectique de
T ∗L˜, on a donc
c(A˜i0,R) = c(TV (A˜i0,R)) ≥ c(Λ(10·2(N+2))−1,R).
Il nous reste maintenant a` obtenir une minoration de la capacite´ de Λα,R. L’application
G : Tq0L˜× T ∗q0L˜→ T ∗L˜ de´finie par :
(v ∈ Tq0L˜, η ∈ T ∗q0L˜) 7→ (expq0(v), η ◦ (Dexpq0(v))−1)
est un diffe´omorphisme symplectique : c’est l’application induite entre les fibre´s cotangents
de Tq0L˜ et L˜ par le diffe´omorphisme expq0 : Tq0L˜→ L˜. Puisque la me´trique g est a` courbure
ne´gative ou nulle, l’application (Dexpq0(v))
−1 : (Texpq0 (v)L˜, gexpq0 (v)) → (Tq0L˜, gq0) est de
norme majore´e par 1. Il en est de meˆme pour sa transpose´e. On a donc












envoie la boule euclidienne B(0,
√
Rα) dans {(v, η), |v|q0 < R, |η|q0 < α}. Nous obtenons




















10 · 2N+2 .
2
Il serait inte´ressant de savoir si un re´sultat analogue est vrai lorsqueM est la sphe`re S2.
Dans ce cas, et a` notre connaissance, les seules manie`res d’obtenir des bornes infe´rieures
arbitrairement grandes sur la distance de Hofer proviennent de [36, 101]. Leonid Poltero-
vich m’a indique´ que, dans le cas ou` M est le disque D2, les re´sultats de [36] permettent
de prouver un re´sultat analogue au the´ore`me 8.
Une approche (na¨ıve) de ce proble`me serait la suivante. Comme cela a e´te´ fait dans [52]
par Gambaudo et Ghys pour construire des quasi-morphismes, nous pouvons conside´rer
les espaces de configurations Xn(S
2). Pour n ≥ 4 ces espaces ont un groupe fondamental
infini. De plus, chaque isotopie hamiltonienne de S2 induit une isotopie hamiltonienne
(a` support non-compact) de la varie´te´ symplectique Xn(S
2) ⊂ (S2)n. Se pose alors la
question suivante :
le reveˆtement universel de Xn(S
2) (n ≥ 4) a-t-il une capacite´ de Gromov infinie ?
Si la re´ponse e´tait positive, il serait peut-eˆtre possible d’obtenir de nouvelles bornes
infe´rieures sur la distance de Hofer en conside´rant certains flots autonomes sur S2, en
les faisant agir sur les espaces Xn(S
2) (n ≥ 4) et en utilisant l’ine´galite´ entre e´nergie et
capacite´ dans le reveˆtement universel de Xn(S
2).
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Re´sume´. Dans ce travail, nous e´tudions diffe´rents invariants de nature alge´brique et
dynamique de´finis sur le groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une surface ferme´e
oriente´e. Occasionnellement, nous conside´rerons e´galement le groupe des diffe´omorphismes
hamiltoniens de certaines varie´te´s symplectiques de dimension supe´rieure. Ces invariants
peuvent eˆtre vus comme des ge´ne´ralisations du nombre de rotation de Poincare´, et des
vecteurs de rotations associe´s aux diffe´omorphismes des surfaces. D’autre part, tous ces
invariants sont relie´s a` la the´orie de la cohomologie borne´e.
Dans le premier chapitre nous construisons des quasi-morphismes sur le groupe des
diffe´omorphismes hamiltoniens d’une surface de genre strictement positif, qui sont des
homomorphismes en restriction au sous-groupe des diffe´omorphismes a` support dans un
ouvert diffe´omorphe a` un disque. Ces constructions sont motive´es par une question de
Entov et Polterovich. Dans le second chapitre nous construisons un quasi-morphisme de´fini
sur le reveˆtement universel du groupe des diffe´omorphismes hamiltoniens d’une varie´te´
symplectique monotone.
Le troisie`me chapitre contient quelques re´sultats concernant les actions pre´servant l’aire
sur les surfaces de re´seaux dans les groupes de Lie semi-simples. Dans l’esprit du “pro-
gramme de Zimmer”, nous montrons comment l’existence de nombreux quasi-morphismes,
combine´es avec des the´ore`mes d’annulation en cohomologie borne´e, pourrait eˆtre utile pour
exclure l’existence d’actions de re´seaux de rang supe´rieur. Le dernier chapitre contient
quelques remarques autour de la distance de Hofer.
Mots cle´s. Quasi-morphisme, cohomologie borne´e, varie´te´ symplectique, diffe´omor-
phisme hamiltonien, re´seau de rang supe´rieur.
Abstract. In this work, we study various invariants of algebraic and dynamical na-
ture, defined on the group of Hamiltonian diffeomorphisms of a closed oriented surface.
Occasionally we will also consider the group of Hamiltonian diffeomorphisms of certain
symplectic manifolds of higher dimension. These invariants are constructed in the spirit
of the classical Poincare´ rotation number, or of the rotation vectors associated to diffeo-
morphisms of surfaces. Moreover all these invariants are related to the theory of bounded
cohomology.
In the first chapter, we construct homogeneous quasi-morphisms on the group of Ha-
miltonian diffeomorphisms of a closed oriented surface of positive genus, which are homo-
morphisms when restricted to the subgroup of Hamiltonian diffeomorphisms supported
in any open set diffeomorphic to a disc. These constructions are motivated by a question
of Entov and Polterovich. In the second chapter, we construct a quasi-morphism on the
universal cover of the group of Hamiltonian diffeomorphisms of a monotone symplectic
manifold.
The third chapter contains some results concerning area preserving actions on surfaces
of lattices in semisimple groups. In the spirit of the “Zimmer program” we show how
the existence of many quasi-morphisms, combined with some vanishing result in bounded
cohomology, might be useful to exclude the existence of actions of higher rank lattices. The
last chapter contains some remarks around Hofer’s metric on the group of Hamiltonian
diffeomorphisms.
